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Introduzione

Uno dei concetti piu importanti della Statistica & quello“pibopolazione”.
Con questo vocabolo si intende I'insieme delle unita (stiatie) che si vogliono
esaminare. |l concetto di popolazione assume un ruolo itapt& nella partizio-
ne della statistica istatistica descrittivae statistica induttiva

Come & gia stato ampiamente precisato nel primo corso dtitat la sta-
tistica descrittiva si occupa di descrivere con opportuetodi (procedure) le
caratteristiche piu salienti dei fenomeni (caratteri)getip di indagine, rilevabili
sulle singole unita statistiche. Queste descrizioni norostro che processi di
sintesi dei “dati” ricavabili dalle unita statistiche a jpiisizione. Se si suppone
di avere a disposizione sei unita statistiche in corrispozd delle quali il carat-
tere quantitativaX assume i valorB, 4, 6, 7, 9 e 10, il calcolo della loro media
aritmetica, che é pari a

1

39
SBHA+6+7+9+10) == =65

€ un chiaro esempio di sintesi statistica.

Le unita statistiche a disposizione possono essere tutiieitie della popola-
zione di interesse 0 una parte (un campione) delle stessalole della sintesi
che si effettua sui dati di un campione raramente coincideikwalore della
sintesi relativa all'intera popolazione. La statisticduttiva (o inferenza statisti-
ca) predispone i metodi per estendere (generalizzarentiessieffettuata sui dati
campionari alla sintesi relativa alla totalita della pgzibne di interesse. Questa
estensione implica un margine di incertezza. Il ricorsa d@levazione parzia-
le (campionaria) fa diminuire i costi ed anche il tempo pesvolgimento della
rilevazione. Per poter effettuare la rilevazione campienhisogna prima sce-
gliere la modalita di estrazione delle unita dalla popalaei e successivamente
bisogna determinare il numerodi unita da estrarre. Questi due aspetti hanno
notevole influenza sul margine di incertezza che si ha nelleeiglizzazione dal-
la sintesi campionaria alla sintesi dell'intera popolagoE opportuno precisare
subito che le generalizzazioni sono possibili solo se Imeimi, dellen unita
statistiche dalla popolazione avvengono in modo casuglero se tutte le unita
della popolazione hanno la “stessa possibilita” di esssitatte e far cosi parte
del campione.
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Per meglio chiarire quanto sinora esposto si riprendargse precedente: la
popolazione di interesse € costituitada= 6 unita statistiché/;, Us, ..., Us ed
il carattereX assume in corrispondenza delle sei unita statistichettigm@ente
i valori: 3,4, 6, 7,9, 10. Nella popolazione la media aritmetipadel carattereX
e pari a
1
6
Si supponga ora di estrarre a caso un campione=di2 unita statistiche. Si
supponga altresi che le estrazioni avvengano con le duesggoodalita:

39
(B+4+6+7+9+10) =" =65.

i) con riposizione Si estrae innanzitutto, a caso, una unita fra le sei, sitarnho
valore di X ottenuto e si ripone I'unita estratta nella popolazione abe
viene ricostituita. Quindi si estrae, a caso, dalla popotez una seconda
unita e si annota il valore dt cosi ottenuto.

ii) senza riposizioneSi estrae innanzitutto, a caso, una unita fra le sei e si an-
nota il valore diX ottenuto. Quindi dalle restaniy — 1 = 5 unita della
popolazione si estrae a caso una seconda unita e si annaiari \di X
cosi ottenuto.

Si riportano, rispettivamente nella Tabella 1.1 e nellaeTiabl.2, le due liste dei
campioni possibili che si ottengono con le due modalita ttegmne. Conr; Si

lz\ea | 3 [ 4 | 6 [ 7 [ 9 [ 10 |
3 3.3 | B4 [ (3.6 | 3.7 | (39 | (310
4 4,3) | 4.4) | 46) | 47) | (49 | (4,10)
6 6,3) | (6,4) | (6,6) | (6,7) | (6,9) | (6,10)
7 7.3) | (7,4 | (7,6) | (7,7) | (7,9) | (7,10)
9 9,3) | 9,4) | (9,6) | (9,7) | (9,9) | (9,10)
10 || (10,3) | (10,4) | (10,6) | (10,7) | (10,9) | (10,10)

Tabella 1.1:Estrazioni con riposizione (lista campioni possibili).

e indicato il primo valore estratto e can il secondo valore estratto.

Nella Tabella 1.1 la coppidr; = 6; 25 = 7) indica uno degliN? = 36
possibili campioni ottenibili con questa modalita di eztbae. Una casella del
prospetto indica un campione possibile.
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[z\eo [ 8 [ 4 [ 6 | 7 | 9 [ 10 |
3 / B4 [ (3.6) | 3,7 | 3,9 ] (3,10)
4 (4,3) / 4,6) | (4,7) | (4,9 | (4,10)
6 (6,3) | (6,4) / (6,7) | (6,9) | (6,10)
7 7.3) | (7.4) | (7,6) / (7,9) | (7,10)
9 9,3) | (9.4) | (9,6) | (9,7) I [(9,10)
10 || (10,3) [ (10,4) | (10,6) | (10,7) | (10,9) | /

Tabella 1.2:Estrazioni senza riposizione (lista campioni possibili).

Nel caso delle estrazioni senza riposizione (Tabella 1c2jripioni possibili
risultanoN? — N = 36 —6 = 30, in quanto I'unita estratta nella prima estrazione
non puo piu presentarsi sulla seconda estrazione e quispietio alle estrazioni
con riposizione, vengono a mancare jlicampioni che si trovano nelle caselle
barrate.

Si pud calcolare ora, per ogni campione estraibile, la mediapionaria
T = % (z1 4 22). Sihanno cosB6 medie campionarie nel caso di estrazioni
con riposizione 80 medie campionarie nel caso di estrazioni senza riposizione

. Media . Media . Media
Campione . . Campione . . Campione A .
campionaria campionaria campionaria
(w1, 22) - (x1,22) j (w1, 22) i
(3,3) 3 (6,3) 4,5 (9,3) 6
(3,4) 3,5 (6,4) 5 (9,4) 6,5
(3,6) 4,5 (6,6) 6 (9,6) 7,5
(3,7 5 (6,7) 6,5 (9,7 8
(3,9) 6 (6,9) 7.5 (9,9) 9
(3,10) ,5 (6,10) 8 (9,10) 9,5
(4,3) .5 (7,3) 5 (10,3) 6,5
(4,4) 4 (7,4) 5,5 (10,4) 7
(4,6) 5 (7,6) 6,5 (10,6) 8
4,7) 5,5 (7,7) 7 (10,7) 8,5
4,9) 6,5 (7,9) 8 (10,9) 9,5
(4,10) 7 (7,10) 8,5 (10,10) 10

Tabella 1.3:Estrazioni con riposizione (medie campionarie).

Raggruppando le medie campionarie che hanno lo stesscevsilattiene la
seguente distribuzione delle medie campionarie (Tabellp 1
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Media Numero
campionaria campioni
T P (z)
3 1
3,5 2
4 1
4,5 2
5 4
5,5 2
6 3
6,5 6
7 3
7,5 2
8 4
8,5 2
9 1
9,5 2
10 1
Numero totale 36
campioni

Tabella 1.4:Estrazioni con riposizione (distribuzione delle medie pamarie).

Nel caso delle estrazioni senza riposizione la distribuzidelle30 medie cam-
pionarie risulta:

Media Numero
campionaria campioni
T P (z)
3,5 2
4,5 2
5 4
5,5 2
6 2
6,5 6
7 2
7,5 2
8 4
8,5 2
9,5 2
Numero totale 30
campioni

Tabella 1.5:Estrazioni senza riposizione (distribuzione delle medi@gionarie).

Le due distribuzioni delle medie campionarie sono différen

E opportuno far presente ora che sia nel caso di estrazianiposizione che
nel caso di estrazioni senza riposizione, mentre & posgdilcéivare, con proce-
dimento deduttivo, la lista dei campioni possibili e quitalidistribuzione delle
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medie campionarie, non € invece possibile prevedere gaatpione della lista
si otterra a seguito di una reale estrazione campionarialti@ parole I'opera-
zione di estrazione di un campione «diunita appartiene ai cosiddetti “esperi-
menti casuali”. Ovvero a quegli esperimenti per i quali suttato di una reale
sperimentazione puo variare nell’ambito di una lista dilteti possibili.

Per rendere piu chiara I'esemplificazione si supporra chd'estrazione del
campione si voglianavere informazioni sul valore della mediadella popola-
zione Si osservi che il valore di non deve essere noto, altrimenti non avrebbe
senso estrarre il campione. Forse la cosa piu ragionevelsigiuo fare & quella
di assegnare all'ignotg il valore della media aritmetica del campione estratto.
Come si & mostrato in precedenza, pero, il valore della neatigoionaria soli-
tamente varia da un campione all’altro. Inoltre, i valorlelenedie campionarie
raramente coincidono con il valore vero (ma ignotqudi= 6,5). Il campione
estratto, potendo essere uno 8eicampioni possibili nel caso di estrazioni con
riposizione (ovvero uno qualsiasi d&) campioni nel caso di estrazioni senza
riposizione), puo dare informazioni gumolto difformi dal vero valore di que-
st'ultimo. Cio non di meno, il metodo statistico permetil€ampione € estratto
a caso, di valutare anchedoostamento che “mediamentsi’ha tra il valore del-
la media campionaria ed il valore di E altresi possibile ricavare, utilizzando il
valore z della media del campione (realmente estratto) e lo scositanmeedio
delle medie campionarie, un intervallo nel quale “moltoogimilmente” & com-
preso l'ignoto valore di.. Questa procedura e basata, tra I'altro, sulla conoscenza
delle caratteristiche della distribuzione delle medie pmmarie.

Per approfondire alcune delle affermazioni sino ad ora fsitpuo calcolare
la medial/; (X) ditutte le medie campionarie nonché la loro variabiza: (X)

sia per le estrazioni con riposizione che per quelle sepoaidione. Dal prospet-

. . — 234 _ 112.5
to in Tabella 1.6 si ottiened/; (X) = <5 =65 Var (X) = 25 = 3125
Si constata cosi ch&/; (X), ovvero la media di tutte 186 medie campionarie,

coincide con il valore della media che il caratte¥eassume nella popolazione

(= M (X) = 6,5). Lavarianzal/ar (X) del carattereX nella popolazione e
Var(X)

pari a6,25. Siriscontra ch& ar (X)
nel caso di campionamento con riposizione:

. In seguito si dimostrera che,

M, (X) = 1
Var(X) :W%(X)’

essendm la numerosita del campione.
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: [p@lzrPr@]|-mX)]][[z-Mm X)) P@
3 1 3 —3,5 12,25
3,5 2 7 -3,0 18,00
4 1 1 2,5 6,25
4,5 2 9 —-2,0 8,00
5 4 20 -1,5 9,00
55 | 2 11 ~1,0 2,00
6 3 18 —0,5 0,75
6.5 | 6 39 0,0 0,00
7 3 21 +0,5 0,75
7,5 2 15 +1,0 2,00
8 1 32 +1,5 9,00
85 | 2 17 +2,0 8,00
9 1 9 12,5 6,25
9,5 2 19 +3,0 18,00
10 1 10 13,5 12,25
Totali | 36 234 112,50

Tabella 1.6:Calcolo diM; (X) e Var (X) nel caso di estrazioni con riposizione.

Ecco ora il calcolo diM; (X) e Var (X) nel campionamento senza riposi-
zione.

z [P@lzprPr@|-MmX)]][[z-mX]-P@
35 | 2 7 ~3,0 18,00
15 | 2 9 —2,0 8,00

5 1 20 —15 9,00
55 | 2 i1 -1,0 2,00

6 2 2 ~0,5 0,50
65 | 6 39 0,0 0,00

7 2 14 10,5 0,50
7,5 2 15 +1,0 2,00

8 1 32 11,5 9,00
85 | 2 17 12,0 8,00
95 | 2 19 13,0 18,00

Totali 30 195 75,00

Tabella 1.7:Calcolo diM; (X) e Var (X) nel caso di estrazioni senza riposizione.

. I > 195 _
Dal prospetto in Tabella 1.7 si ottieng/; (X) = g = 65 Var (X) =

75 . . o . _
30 = 2,5. Anche con questo tipo di estrazioni la media dell'insieneed30

medie campionarie coincide con= M; (X). Inoltre la variabilita delle medie
campionarie risulta inferiore a quella che si ottiene cocainpionamento con
riposizione. In effetti si dimostra che nel campionamemioza riposizione:

MO =
— Var(X) N —n
Var(X): " N1




INTRODUZIONE 7

essenddV la numerosita della popolazione edjuella del campione.

L'esempio mostra che le due procedure campionarie, meotrés€ono lo
stesso valor medio dell&, differiscono invece per la variabilita delle medie
campionarie. In particolare, la varianza de¥erisulta piu piccola nel campiona-
mento senza riposizione

Var(X) N-—n - Var(X)

>9) .
n N-1 n (n>2)

Si possono ora trarre le prime conclusioni. Innanzitutté sottolineato che
I'estrazione di un campione “casuale” da luogo a risultagé gariano da un cam-
pione all'altro e che I'estensione dai dati del campione ellgdella popolazione
di interesse si basa anche sulla conoscenza delle distmfiicampionarie. Le
distribuzioni campionarie — nell’'esempio si & considedatalistribuzione delle
medie campionarie — sono generate dallo schema di camp@ranlLo schema
di campionamento non é altro che un esperimento casuakepoi@sperimento
del quale si pud conoscere l'insieme dei risultati posisin& non si pud pre-
vedere quale si verifichera. Prima di poter fare le genaadipni di cui sopra
bisogna familiarizzare con quella parte della matematagplicata” che studia
gli esperimenti casuali, cioé con il calcolo delle probi#dilin quanto, si per-
doni la ripetizione, I'estrazione di un campione non € atthe un esperimento
casuale.

Con il calcolo delle probabilita si imparera a ricavare lstiibbuzione cam-
pionaria delle medie campionarie e poi tramite la stessHettweranno le gene-
ralizzazioni dal campione alla popolazione. In altre paan la “singola media
campionaria” non si é in grado di effettuare la generaliiree, ma con la co-
noscenza del valore della media campionaria unita allaszemza delle “carat-
teristiche” della distribuzione delle medie campionaripossibile ricavare utili
informazioni sulla media: della popolazione. Quanto detto per la media si pud
generalizzare alla varianza, alla frequenza relativa ecc.
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CAPITOLO PRIMO

Elementi di calcolo delle probabilita

In questo capitolo si esamineranno gli elementi di calcabedprobabilita
indispensabili per una introduzione aiferenza statistica

1 Modelli probabilistici

Nell'introduzione si & precisato che il “calcolo delle padilita” si occupa dello
studio degli esperimenti casuali cui appartengono le Astiacasuali campiona-
rie. Gli esperimenti casuali sono rappresentati da pdaticomodelli matematici
che sono denominati modelli probabilistici.

1.1 Esperimenti casuali

Ai fini della presente trattazione & possibile dividere gperimenti in determini-
stici quando la replicazione dello stesso “sotto le medesiandizioni” da luogo
allo stesso risultato. Si ha invece un esperimento caswaledyp, pur facendo il
possibile per mantenere la sperimentazione sotto le stesskzioni, i risultati
possono essere diversi da una replicazione all’altra.

Ecco ora alcuni esperimenti casuali:

a) lancio di una monetaCome risultato del lancio (dell'esperimento) si consi-
dera la figura stampigliata sulla faccia superiore: Testac&

b) lancio di un dadasulle cui sei facce sono stati stampigliati i numeri2, 3, 4,
5, 6. Come risultato di un lancio si considera il numero stanigiglsulla
faccia superiorei, 2, 3, 4, 5, 6.

¢) Sesso di un nasciturdn una sperimentazione — una nascita — si considerano
due risultati: maschio, femmina.

d) Estrazione con riposiziondi un campione casuale di = 2 unita da una
popolazione diV = 6 unita. | risultati di questo campionamento sono tutti
gli N? = 36 possibili campioni che sono stati elencati nell'introchrz.

In ciascuno degli esperimenti sopra riportati € possibiledigporre la lista
dei risultati possibilima non & possibile prevedere con esattezza quale sara il

9
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risultato in una replicazione dell’'esperimento

Se invece si replica un numero di volte sufficientementeattelo stesso
esperimento si osservano nei risultati “regolaritd” la comoscenza pud essere
utile nel trattare gli esperimenti casuali.

E ora necessario precisare che nel predisporre la listastiétati possibili (0
elementari) bisogna che:

i) isingoli risultati siano fra loro incompatibili;
ii) lalista sia esaustiva.

In altre parole, la lista dei risultati di un esperimentouzds, deve soddisfa-
re le stesse due proprieta che si hanno nella lista delle litlodaun carattere
qualitativo o quantitativo, a suo tempo studiate in statistlescrittiva.

Per comprendere cosa siano le “regolarita” cui si & acceringirecedenza
si sono eseguite, con una monetaé@icentesimi di euro200 lanci. | lanci sono
stati suddivisi ink = 20 serie: ciascuna serie si componerdi= 10 lanci. |
risultati dei singoli lanci, riportati in Tabella 1.8, sano

» Testa= {Faccia con la stampigliatura0 centesimi};

» Croce= {I'altra faccia}.

19027 | 3% [ 4% | 5% | 6% | 7% | 8 | 9% | 10% | 11% | 12% | 13% | 14% | 15% | 16* | 17 | 18 | 19 | 20°
c,tT|jc|jr|jc|jc|T|c|jcj|c T T T C T T C C T C
c|T|T|]T|]c|c|T|Cc|C|T T C C T C C T C C C
T|CcC|Cc|{C|T|T|T,|,C|T|T T T C C T T T T C T
c|T|tT|c|jT|Cc|Cc|C|T|T T T T T T C C C T C
c|,tT|)tT|Tt|jc|jcjc|yc|T|C C C C T T T C C C C
c|c|Tt|T7T|T|T|T|T|]T]|]C T C T C T T T T C T
c,cjcjcjc|jc|jc|jrt|jc|c T C T C T C C T C C
c|cjcjcjc|jtT|jc|yc|T|T C T C T C T C T T C
T|T|T|C|T|T|T,|T|T]|C T T C T C C C C C C
T|Cc|T|]CcC|T|T|C|T|T]|C T T T T C T T C T T
3T | 5T | 6T | 4T | 5T | 5T | 5T | 4T | 7T | 4T | 8T | 6T | 5T | 6T | 6T | 6T | 4T | 4T | 4T | 3T

Tabella 1.8Risultati delle20 serie di10 lanci.
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Si supponga di essere interessati al risultato{ Testa}. Il numero di Teste: (T)
ottenute nelle singole serie di= 10 lanci ha assunto i valor, 5, 6, 4, 5, 5, 5,

. . T
4,7,4,8,6,5,6,6,6,4,4,4,3. Lafrequenza relativa di T,r (T) = M nelle
n

k = 20 serie, & variata da un minimo @di3 ad un massimo dj, 8. Si potra cosi
“congetturare” che verosimilmente anamella prossima serie di = 10 lanci la
frequenza relativa sara compresa fia3 e 0, 8. Questa congettura non € sicura in
guanto potrebbe accadere che nei prossirsi 10 lanci si abbiano, ad esempio,
pern (T)ivalori: 0, 1, 2,9, 10. La congettura si fonda sull’esperienzakdi= 20
serie din = 10 lanci e si basa anche sulla “speranza” che nella prossin®lser
frequenze oscillino come nelle prinke= 20 serie di lanci.

Se si allungano le singole = 20 serie eseguendo = 50 lanci per ciascuna
serie, 'esperienza mostra che, nel passare da una s&italle variazioni delle
fr (T) sono molto piu limitate; la frequenza relativa minima pbltre essere pari
a0, 36 e quella massima® 66. L'esperienza, in altre parole, mostra che aumen-
tandon da10 a50 la frequenza relativa di T € meno variabile; conseguenténen
e possibile congetturare che nei prossimi= 50 lanci la fr (T) sia compresa
nell'intervallo [0, 36; 0, 66].

Se si eseguona = 250 lanci per ciascuna serie I'esperienza mostra una
ulteriore riduzione delle variazioni fra J&- (T). Se si allungassero ancora le serie
le oscillazioni di fr (T) tenderebbero a ridursi ulteriormente. In conclusione,
tenendo fiss& = 20, I'esperienza mostra che:

* qualunque sia il valore di (10, 50, 250, ecc.) lafr (T) oscilla intorno al
valore0, 5;

« allaumentare din le oscillazioni difr (T) si riducono sempre di piu e
tendono a concentrarsi intorndgh. Questa proprieta € nota come “stabi-
lizzazione delle frequenze relative col crescere dellegito

Oltre che nel campo dei giochi di sorte, del lancio di moneét lancio di dadi,
la regolarita sopra descritta si presenta anche in altripca@r i quali a prima
vista sembrerebbe che le prove non si svolgano sotto leestesslizioni.

Si pensi a questo proposito alla frequenza relativa di nednsesso maschile

(fr(M) = %) osservabile itk = 20 gruppi di nascite ciascuna caratterizzata

dan nascite. Si pud organizzare questa sperimentazione fgggndo le nasci-
te, che si avranno presso la clinica Mangiagalli di Milamogiuppi din nascite
successive, prendendo pemgli stessi valori considerati per il lancio della mo-
neta dab0 centesimi di euro. La frequenza relatifa (M) dei maschi mostrera
la stessa stabilizzazione vista con i lanci della monetauc@nsola differenza: il
valore intorno al quale si stabilizzefa (M) & un po’ piu grande di, 5. In effetti
questo valore & un po’ piti grande @i5. E noto, infatti, dalla demografia che,
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nel genere umano le nascite maschili sono un po’ piu fregdeguelle femmi-

nili. Nel 2007 in Italia si sono avuth = 563.933 nati. | maschi sono risultati
n(M) = 290.330 e le femmine sono risultate(F) = 273.603. La frequenza
relativa dei maschi fra i nati in in ltalia & cosi pari #r (M) = 0,51483. Si
sono svolte molte sperimentazioni in campi differenti e seenpre notato che
sotto condizioni sperimentali “costanti” la frequenzaati®a di un determinato
risultato tende, allaumentare di a stabilizzarsi intorno ad un valore che non
necessariamente € ugualé,&. E opportuno sottolineare che questa proprieta &
stata evidenziata da esperienze basate su milioni di @ssenv. In altre parole
questa proprieta non é stata dedotta “a tavolino” con redglla matematica.

Si puo a questo punto affermare che il valore intorno al gsglstabilizza”
la frequenza relativa di un risultato di un esperimento alEsé unaaratteristica
di quell’esperimento. Con cio si intende affermare cheteipdo le serie di prove
la frequenza relativa si stabilizzera sempre intorno allsso valore. Trattasi di
una caratteristica utile nei casi in cui bisogna trattare esperimenti per i quali
si possa parlare di ripetitivita della sperimentaziondttste stesse condizioni”.

La proprieta della stabilizzazione della frequenza redatiol crescere del
numero delle prove costituira la base empirica per il cdaonodit probabilita. |l
concetto (I'interpretazione) di probabilita legato all@prieta di stabilizzazione
delle frequenze relative € particolarmente utile neléneinza in quanto I'estrazio-
ne di un campione da una popolazione & una operazione iipetdito le stesse
condizioni.

1.2 La costruzione di modelli probabilistici

Nel prospetto che segue sono riportate le frequenze o#teaplicanda: volte un

esperimento casuale che si compone dei risultati elementas, . . ., ¢;, . . ., €.
Risultati | Frequenze| Frequenze
elementari| deirisultati| relative
e1 n(e1) fr(er)
€2 n (ez) fr(e2)
e; n(e;) fre)
es n (es) fr(es)
Totale n 1 |

Sitenga presente chér (e;) = n (e) > 0; Zfr (e;) = 1.
=1

n
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Si puo sintetizzare la sperimentazione fornendo la listaideltati con ac-
canto i corrispettivi valori delle frequenze relative.

Si é ora pronti per individuare gli elementi che costiturszain modello
probabilistico. Si é in precedenza precisato che un mogetbabilistico de-
ve rappresentare un esperimento casuale. Pertanto nellonsidiea I'insieme

dei risultati del'esperimenteq, es, ..., e, ..., es CUi vanno associati dei nume-
ri positivi P (e1), P (e2),...,P(e;),...,P(es) che hanno le stesse proprieta
formali delle frequenze relative. In particolard (e;) > 0, i = 1,2,...,s;

S
ZP(ei) = 1. Questi numeri positivi, che hanno le stesse proprieta dirm
=1

elle frequenze relative, vengono denominati probalidégrisultati elementari.

La struttura matematica del modello probabilistico & cosstituita dall'in-
sieme dei risultati elementagy,es,...,¢;,...,es ai quali sono associate le
corrispettive probabilitaP (e;).

Le probabilita P (e;) rappresentano in questi modelli le frequenze relative
fr(e;) dilungo periodo. Il “calcolo delle probabilitd” insegnaanpendo da que-
sta struttura del modello probabilistico, a ricavare labaimlita da associare a
risultati piu complessi di quelli previsti dalla lista déultati elementari.

Il modello probabilistico per rappresentare i risultati lamcio della moneta
in precedenza presentati € il seguente.

Risultati

possibili Probabilita
Testa 0,5
Croce 0,5

[ Totale | 1 |

Le probabilitaP(T) = P(C) = 0, 5 nel modello probabilistico ora presentato
rappresentano le frequenze relative di lungo periodo deirdultati possibili.

Il modello probabilistico per rappresentare il sesso di ascituro € il se-
guente.

[ Sesso | Probabilita]|

Maschile | 0,51483
Femminile| 0,48517

[ Totale | 1 |

Anche in questo caso IB (M) = 0,51483 e laP (F) = 0,48517 rappresen-
tano le corrispettive frequenze relative di lungo periodo.
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Prima di passare oltre conviene soffermarsi su due quésticnprima ri-
guarda la possibilita di costruire modelli probabilistiienti la stessa struttura
formale di quelli visti sino ad ora ma che non rappresentap@@menti casua-
li di tipo ripetitivo. La struttura matematica € la stesdatd risultati cui sono
associati numeri positivi tali che la loro somma sia uguaeiao) ma i numeri
positivi rappresentano cose diverse: frequenze relativendo periodo per gli
esperimenti casuali di tipo ripetitivo, valutazioni sotye per gli esperimenti
non di tipo ripetitivo. E bene precisare che il calcolo dgtebabilita, parten-
do da una struttura matematica astratta, conduce a comsag(eoremi) che
riguardano questa struttura astratta. Questi teoremi@aviamente validi sia se
le probabilita rappresentano una frequenza di lungo persia se rappresentano
qualcosa daltro.

La secondaguestione che preme far presente riguarda la generalitéi-dei
sultati (teoremi, leggi) che vengono ricavati nel sensoquesti valgono per un
gualsiasi modello probabilistico.

Conviene ora occuparsi del come vengono assegnate le figbabi mo-
delli probabilistici che rappresentano esperimenti cliasii#ipo ripetitivo.
Le strade che si possono seguire sono basate:

1. su eventuali simmetrie presenti fra i risultati possibil
2. sulle frequenze relative calcolate in un gran numero aqr

Spesso in molti modelli probabilistici legati ai giochi dirge, ai lanci di dadi, di
monete, ecc., si assegna una probabilita uguale a tuttiliatspossibili. Cosi ai
risultati testa e croce del modello riguardante il lancioiih moneta si assegna-

no le probabilita0, 5 e 0,5. Analogamente si assegna probabiﬁl{e‘a ciascuna

delle sei facce di un dado nel modello che rappresenta taisdlel lancio dello
stesso. In tutti questi casi si suppone che dal punto di fisitzo, geometrico,
ecc., i risultati possibili si trovino, per quanto riguarididgoro verificarsi in una
prova, sullo stesso piano, quindi sembra “ragionevoleégisare ad essi la stessa

probabilitd. Se i risultati possibili sonesi assegna probabilit%\ a ciascuno di
S

essi.

Questo approccio si basa sulla convinzione che, ripetendmmero di volte
sufficientemente elevato I'esperimento, le frequenzdiveldei risultati possibili
siano pressoché uguali fra loro e quindi nel modello prdistico devono essere

1
pari a—.
S
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I modelli probabilistici che assegnano uguale probabditéutti gli eventi
possibili sono denominati modelli “uniformi”. L'estrazie dei campioni casual
— del tipo visti in precedenza — da una popolazione pud esappesentata da
un modello probabilistico uniforme.

Esempio 1.2.1Modello probabilistico pern = 2 estrazioni con riposizione
dalla popolazione coiv = 6 unita.

| risultati possibili sono costituiti daglv? = 36 campioni possibili riportati
sul prospetto a doppia entrata presentato nell’introcezioA ciascuno des6

campioni possibili si associa la probabiligg: = —. | singoli risultati possi-

bili possono essere indicati dalle coppie , z2) dei valori estraibili con le due
osservazioni.

Esempio 1.2.2Modello probabilistico pern = 2 estrazioni senza riposizione.
| risultati possibili sono gliNv - (N — 1) = 30 campioni possibili riportati
nell'introduzione. A ciascuno del0 campioni possibili si assegna probabilita

L _1 1 | singoli risultati possibili possono essere indicatil€aoppie
30 N N-1 g... i P . PP
(x1,x2) dei valori estraibili con le due osservazioni.

Se si ha motivo di ritenere che manchi la simmetria fra i té&gulpossibili
allora non si puod usare questo procedimento per assegnamebiabilita.

Si pensi ad esempio ad un dado di materiale plastico nel giglstata in-
trodotta una pallina di piombo in posizione eccentricagitpal baricentro geo-
metrico del dado. Questa “eccentricita” tendera a favaicene facce a scapito
delle altre e quindi non & piu ragionevole assegnare lastasbabilita a tutte le
facce.

In altre parole, se non e possibile intravedere simmetaiarisultati, viene a
mancare il convincimento che le frequenze relative deltdtitsiano le stesse e
quindi non si pud assegnare la stessa probabilita a tuiivglinti. In questi casi
non resta che porre le probabilita uguali alle frequenzativel che si otterranno
replicando molte volte I'esperimento. Questo ¢ il procestito adottato dalle
aziende assicuratrici per i rischi che vengono assicutateffetti, sulla scorta
di molte rilevazioni si calcolano le frequenze relative iuai rischi e quindi si
costruiscono i modelli probabilistici che sono alla bassjeme ad altri elementi,
del calcolo del premio che il cliente deve corrisponderegssicurare un certo
rischio.
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Esempio 1.2.3Ecco un altro esempio per il quale non & possibile far rifeanto
ai modelli uniformi.

Sia X la durata della vita in anni di un neonato di sesso maschilalia.
Relativamente alla durata della vita si possono consideraeguenti risultati
possibili:
e1 ={X <5}ea={b < X <10};e3 ={10 < X < 15};e4 = {15 < X <20},
es = {20 < X < 25} e = {256 < X < 30}; er = {30 < X < 35},
es = {35 < X < 40}; e9 = {40 < X < 45}; epp = {45 < X < 50};
611:{50<X§55}; ...... ;619:{90<X§95};620:{95<X}.

Per assegnare le probabilita ai risultati sopra indicqicsiede (concettualmente)
come segue. Si considerand = 100.000 neonati di sesso maschile e si segue
questa popolazione fino al suo esaurimento (per morte).nSianumero dei
neonati che muoiono entf®anni dalla nascita, siay il numero di neonati che
muoiono dopo un periodo compreso fiad i 10 anni dalla nascitah(< X < 10),
sia. ... OwviamenteN = 100.000 = nq + ns + ... + ngg. La probabilita che la

durata sia quella indicata @aé allora fornita d&P (e;) = wgbﬁ Ovviamente
20 ’

> __"™__ _ 1 |imodello probabilistico per la durata della vita di un natm
£~ 100.000

di sesso maschile in Italia & riportato in Tabella 1.9.

EtaX Decessi Prgbablhta
in anni n; di morte
x1.000
0<X<5 183 1,83
5< X <10 60 0,6
10<X <15 7 0,77
B<X<20 270 2,70
20 < X <25 388 3,88
25 < X <30 405 4,05
30< X <35 406 4,06
35 < X <40 523 5,23
10 < X <45 748 7,48
45 < X <50 1.166 11,66
50 < X <55 1.884 18,84
55 < X <60 2.980 29,8
60 < X <65 4.849 48,49
65 <X <70 7.139 71,39
0<X <75 10.839 108, 39
75 < X <80 15.102 151,02
80 < X <85 17.768 177,68
85 < X <90 18.482 184,82
90 < X <95 11.107 111,07
95 < X 5.324 53,24
Totale neonati |, 1.000
considerati

Tabella 1.9: Modello probabilistico per la durata della vita di un neowatli sesso
maschile in Italia (dati: Istat, Roma, 2004)
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Dalla tavola di mortalita indicata si desume che la proli@bdhe ha un neo-
nato di morire fra i20 ed i25 anni & pari aB, 88%o (3,88 per1.000: per ogni
1.000 neonati ne muoion@, 88 fra i 20 ed 125 anni). Si pud anche dire che per
i neonati la probabilitd di avere una durata della vita casprfra20 e 25 anni &
pari al3, 88%0. Analogamente, la tavola mostra che la probabilita che tatdu
di vita di un neonato sia compresa ffae 75 anni € pari a 08, 33%o.

1.3 Probabilita di un risultato che si compone di alcunilteguelemen-
tari

Si supponga che nell’'esperimento del lancio di un dado shgéaessati alla va-
lutazione della probabilita di ottenere un numero disgarisultato E (punteggio
dispari) si ottiene sia se si le (faccia con il numerd) sia se si has (faccia
con il numerad), sia se si has (faccia con il numer®). Per costruzione, e
edes (come anches, e4 edeg) sono fra loro incompatibili. Pertanto replicando
n volte 'esperimento si ha(E) = n(e1) + n(e3) + n(es). Conseguentemente

frimy = M2

n(e1) +n(es) +n(es)

= fr(ex)+ fr(es)+ fr(es) ,

ovvero la frequenza relativa di un numero dispari — fra i sgnari possibili — &
pari alla somma delle frequenze relative dei tre risultigmentarie;, e3 edes.

Trattasi di un risultato generale. In effetti, se il ristdtad si compone di
alcuni risultati elementari allora la sua frequenza -niprove — é data dalla
somma delle frequenze dei risultati elementari di cui sigpone A. Consegue che
la frequenza relativa di A € pari alla somma delle frequertative dei risultati
elementari di cui si compone A.

3

Esempio 1.3.1Frequenza relativa di ottenere un numero almeno uguale d 5 ne
lancio del dado.

Il risultato A=(numero almeno uguale 3 si ottiene sia se si realizza
(numero uguale a 5) sia se si realizza(numero uguale a 6). Pertant¢A) =
n(es) + n(eg) € quindi

friay = 28—
_ n(§5)+n(;6)
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Dato che nei modelli probabilistici la probabilita di unuiato rappresenta una
frequenza relativa (almeno negli esperimenti ripetipidmbra del tutto ragione-
vole definire la probabilita di un risultato A come somma delle lmbilita dei
risultati elementari di cui si compone

Esempio 1.3.2Determinazione della probabilita di ottenere un numerqdis
nel lancio di un dado (onesto).
Il risultato R (numero dispari) si compone dei risultati sdiai e, e3, e5 a

ciascuno dei quali compete probabiliéea Pertanto:

P(R) = P(e1)+ P(e3)+ P(es)
_ 1 1,
= 5 + 5 + 5 =05.
Esempio 1.3.3Determinazione della probabilita di ottenere un numero etho
uguale a5 nel lancio di un dado (onesto).
Il risultato A={numero > 5} si compone dei risultati semplicis ed eg.
Pertanto

P(A) = P(es)+ P (es)

= L0333
6 6 ’

Esempio 1.3.4Determinare la probabilita che un neonato italiano di sessa-
schile muoia entro i 10 anni dalla nascita.

Dal modello probabilistico costruito per la durata delléavk in anni dei
neonati italiani di sesso maschile si desume innanziturtéo c

a) P(ey) = P(X <5)=0,00483
b) P (es) = P(5 < X < 10) = 0,00060 .

Inoltre, A= {X < 10} si compone dei risultati sempliei, = {X < 5} ed
ea = {6 < X <10} . Pertanto

P(X<10) = P(X<5)+PbB<X<10)
= 0,00483 + 0,00060 = 0,00543 .
Per apprezzare il valore di questa probabilita si moltgglsolitamente, per000

e si ottienes, 43%o. Questo valore informa che $000 neonati ne muoiono entro
i 10 anni dalla nascité, 43.
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L'applicazione della definizione di probabilita di un rigatb A che si com-
pone di un certo numero di risultati semplici conduce ad wialte regola nel
caso dei modelli uniformi.

Si supponga che un modello uniforme sia costituitosdasultati sempli-

ci, a ciascuno dei quali compete probabilita Si consideri ora un risultato A
S

costituito dak risultati elementarik < s).
Dalla definizione della probabilita di A consegue che P(Ax &dmma dk

L 1 .
termini ciascuno uguale 4, di modo che
S

k volte

1 1 1 k

In generale in un modello uniforme la probabilita di un raté A é fornita
dal rapporto fra il numer@ dei risultati semplici di cui si compone A (risultati
favorevoli ad A) ed il numera dei risultati possibili.

Esempio 1.3.5Probabilita di ottenere nella seconda estrazione il numero=
7 nel caso dellen = 2 estrazioni con riposizione dalla popolazione i = 6
unita, presentata nell'introduzione.

E stato gia evidenziato che questo campionamento si pudasgtare con
un modello uniforme. Pertanto a ciascuno degh 36 campioni possibili com-

pete probabilita—. | campioni con il secondo estratto ugual@ sono i seguenti
sei(3,7); (4,7); (6,7); (7,7); (9,7); (10,7). Pertanto, la probabilitd cercata &
pari a

=0 1 1666
36 6 '

Esercizio 1 Ricavare nel caso delle = 2 estrazioni con riposizione la proba-
bilita che z (il primo valore estratto) sia uguale a 7.

P(xg == 7)

Esempio 1.3.6Probabilita di ottenere nella prima estrazione il numerp = 7
nel caso dellex = 2 estrazioni senza riposizione dalla popolazioneNdi= 6
unita presentata nell'introduzione.

In questo campionamento si hanno= 30 campioni possibili. Di questi i
seguentk = 5 sono quelli con il primo estratto ugualera(7, 3); (7,4); (7,6);
(7,9); (7,10). Conseguentemente

5 1
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Esercizio 2 Ricavare nel caso delle = 2 estrazioni senza riposizione la proba-
bilitd che z, (il secondo estratto) sia ugualea

1.4 Algebra degli eventi.

Nel linguaggio del calcolo delle probabilita i risultati gleesperimenti casuali
vengono anche denominati eventi.

Nel paragrafo 1.3 si € evidenziato che la probabilita di soltato (evento)
e fornita dalla somma delle probabilita dei risultati (e¥erlementari che lo
compongono.

Non sempre pero & semplice impiegare questo approccio aetloaso dei
modelli uniformi. Si consideri a questo proposito il casaudicampionamento
conriposizione com = 4 da una popolazione cai = 100. | campioni possibili
sono oral00* = 100.000.000. Pertanto pud diventare complicato valutare la
probabilita di eventi effettuando il rapporto fra casi fessli e casi possibili.

Il calcolo delle probabilita, partendo dalla definizionepdobabilita degli
eventi vista in 1.3, ricava alcune leggi (di probabilitaectono molto utili nel
determinare la probabilita di eventi che appaiono complésstecnica consiste
nell’esprimere la probabilita di eventi complessi in temimielle probabilita di
eventi piu semplici per i quali € piu immediata la determioae delle probabilita
stesse.

In questo contesto, nel descrivere i risultati (gli everdi)impieghera il lin-
guaggio degli insiemi e la loro algebra.

In seguito sara considerato sia I'insieme costituito deé ¢liteventi elemen-
tari del modello, che sara indicato céh sia I'insieme che non contiene alcun
evento semplice che sara indicato ¢bfinsieme vuoto).

Definizione (Complemento di un evento)ll complemento di un evento A,
indicato conA, & I'evento che si compone di tutti gli eventi elementarixiche
non appartengono ad A.

Esempio 1.4.1Si consideri il modello probabilistico associato al lancio
di un dado. Gli eventi elementari song, es, e3, e4, €5, €g; pertanto,
Q= {ey,e9,e3,¢€4,€5,e6}. Sia R I'evento “numero dispari”:R = {e1, e3, e5}.

Il complemento di R & I'eventR “numero pari”. Ovviamente per individuare
di quanti eventi elementari si compoResi considerano tutti gli eventi @ e si
tolgono quelli che appartengono ad R. Si ha ®si {e, e4, €6}

Esempio 1.4.2Si consideri il modello probabilistico associato al landodue
monete.

| risultati elementari possibili sono: TT, TC, CT, CC; TT ind testa con la
prima e testa con la seconda moneta, TC indica testa comte gricroce con la
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seconda, ecc.. Pertarib={TT, TC, CT, CC}. Sia A I'evento almeno una testa;
owiamente A= {TT, TC, CT}. Il complemento di A é I'evento resa testa. Si
ha cosiA={CC]}.

Esempio 1.4.3Si consideri il modello probabilistico presentato in 1.2atévo
alla durata della vitaX in anni dei neonati di sesso maschile in Italia.

Gli eventi elementari sono:
61Z{X§5};62={5<XSlO};€3={10<X§15}; ...... ;
erg = {90 < X < 95}; eg0 = {95 < X}. Si consideri 'evento B morte di
un neonato entro i 10 anni: B {X < 10} = {e;,e2}. Siconsideri I'evento
B = {10 < X} = {63,64 €5,€6, . . - ,619,620}.

Esempio 1.4.4Si consideri 'event@) = {e1, ez, ..., e}

Si consideri il suo complementa. Per individuare gli eventi elementari di
cui si compone? bisogna considerare tutti gli eventi & e togliere quelli che
appartengono ad. Ovviamente dopo questa operazione non resta nessun evento
elementare. Pertant@ non contiene alcun evento elementare, ow@re= ()
(insieme vuoto).

Definizione (Intersezione fra due eventi)L'intersezione degli eventi A e B,
indicata con (AB) € I'evento che si compone di tutti gli eventi elementarg ch
appartengono contemporaneamente sia ad A sia a B.

Esempio 1.4.5Si consideri il modello probabilistico associato al lanaid un
dado. Si considerino i seguenti quattro eventi:

E={il punteggio eccede 3};

F={il punteggio & un numero pari};

G={il punteggio non é divisibile per 3};

* H={il punteggio non & né 3 né 4}.
Gli eventi E, F, G ed H sono composti dai seguenti eventi elésmie
E={e4,e5,¢e6}; F={ea,e4,€6}; G={e1,e2,e4,e5}; H={e1, €2, €5, €6}

Si ricavino le intersezioni: (EH); (FNG); (FNG).

Si ottengono immediatamente dalla definizione le intecsez{ENH)={es, e };
(FNG)={ez, e4}. Per l'intersezioneRNG) si ricava innanzituttd=={e, e3, e5 }.
Quindi (I_:ﬂG)={61, 65}.
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Esempio 1.4.6Si consideri ancora il modello associato al lancio di un dado
e si considerino gli eventi: A {ej,ea2}; B= {e4,e5,¢6}. Si determinino le
intersezioni (AMB); (ANA); (BNB); (ANB).

Si ricava immediatamente chfe = {e3, e4, e5,¢e6} € cheB = {eq, ez, e3}.
Pertanto (AB)= 0; (ANA)= 0; (BNB)= 0); (ANB)= {e1, e2}.

L'esempio ha mostrato che l'intersezione fra due eventi guincidere con
I'insieme vuoto.

Definizione (Eventi incompatibili) Due eventi si dicono incompatibili o
escludentisi se non hanno eventi elementari in comune. tQégnifica che
I'intersezione fra due eventi incompatibili coincide cévento vuotol.

Si ricordi che tutti gli eventi elementari di un modello paddilistico
(e1,ea,...,es) sono per definizione incompatibili. Si osservi che sono anch
incompatibili gli eventi A eA, essendo A un evento qualsiasi.

Definizione (Intersezione fra tre o piu eventi) L'intersezione fra gli eventi
A, B e Cindicata con (A e B e C) o anche{®NC) & I'evento che si compone
di tutti gli eventi elementari che appartengono contempeaaente sia ad A, sia
aB,siaaC.

In modo analogo si definisce l'intersezione fra quattro ogviénti.

Esempio 1.4.7Relativamente al modello associato al lancio di un dado side
mini l'intersezione (ABNC), essendo:

A= {e1,e9,e3}; B={ea,eq,e5}; C={ea,e3,€4,€5,€6}.

E immediato verificare che (3BNC)= {ez}.

Riveste un ruolo importante nel linguaggio degli insiemclam il concetto di
unione.

Definizione (Unione di eventi) L'unione degli eventi A e B, indicata con
(AUB), & I'evento che si compone degli eventi elementari cheaappgono ad
almeno uno dei due.

L'unione di k eventi A, As,...,As, indicata con (A U AsU...UA}) si compone
degli eventi elementari che appartengono ad almeno unaii es

Esempio 1.4.8Gli eventi elementari del modello associato al lancio di @uld
S0N0: e, e, €3, €4, €5 €deg. Si ricavi I'evento “punteggio divisibile per due o
per tre”.

Si indichi con A I'evento “punteggio divisibile per due”:=A{ez, e4,e6}. Si
indichi con B I'evento “punteggio divisibile per tre”: B {e3, e }. Consegue che
(A U B) = {62, €3, €4, 66}.
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Esempio 1.4.9Gli eventi elementari del modello probabilistico assogiat lan-

cio di tre monete sono i seguenti otto TTT, TTC, TCT, CTT, TIT,, CCT, CCC.
L'evento TTC indica che con la prima moneta si € avuto testa|a seconda te-
sta e con la terza croce. Analogo € il significato degli altvesti elementari.

Si considerino ora gli eventi

= {nessuna tesja= {CCC} ;

= {unatesta ={TCC, CTC, CCT};
— {duetest¢ = {TTC, TCT, CTT};
H = {tretesté ={TTT} .

O mm

Si determini ora I'evento “Almeno due teste”. Almeno dudédesignifica
{o due teste o tre teste(GUH)={TTC, TCT, CTT, TTT}.

Si determini altresi I'evento “Al piu una testa”. Al piu uresta significa zero
teste o una testa. Pertan{@| pit una testd=(EUF)={CCC, CCT, CTC, TCC}.

Definizione (Evento differenza tra due eventi) L'evento differenza fra A
e B, si indica con (A-B), & costituito da tutti gli eventi elemari di A che non
appartengono a B.

In altre parole per individuare gli eventi elementari diBAsi devono togliere
ad A gli eventi della intersezione fra A e B.

Esempio 1.4.10Si considerino gli eventi A {e1,es,eq4,e3} € B= {e1, e, €5,
, €8, €9 }. Si determini I'evento differenza (A-B).

A tal fine si ricava l'intersezione (AB)=(), cioé A e B sono eventi incompa-
tibili. In questo caso per ottenere (A-B) bisogna togliedefal'insieme vuoto,
cioé (A-B)=A.

Definizione (Eventi incompatibili) Gli eventi A, Ao,..., A, si dicono in-
compatibili se nessun evento elementare appartiene a pitodii essi, o cid che
e lo stesso se l'intersezione fra due qualsiasi di essi el@igll®vento vuotd).

Nello studio dell'algebra degli eventi si fa largo uso deigtiammi di Venn. Con
guesti diagrammi si rappresenta I'eveiilo cioe I'evento costituito da tutti gli
eventi elementari del modello probabilistico, con un rgtdo. Un generico
evento & rappresentato solitamente da una figura chiusanigeellisse, quadra-
to, ecc..) incluso iff2. Nel grafico (1.1) si sono visualizzati (con tratteggio) gli
eventi:A, (AUB), (ANB).
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Q Q Q
B B
A A A
(a) EventoA (b) Unione fra due eventi (c) Intersezione fra due
compatibili eventi compatibili

Figura 1.1:Operazioni su eventi compatibili.

Le parti tratteggiate indicano rispettivamente gli eveAti(AUB) ed (ANB).
Nei due rettangoli del grafico (1.2) si sono riportate rispamente I'unione
di tre eventi incompatibili e 'evento differenza (A-B).

Q Q
oy @
’ // )
AL S
C
(a) Unione di tre eventi incompa- (b) Evento (A-B).

tibili.

Figura 1.2:Operazioni su eventi compatibili ed incompatibili.

1.5 Probabilita dell’'event®?, dell’evento unione, dell’evento comple-
mentare e dell’eventd

In 1.3 si € assunto che la probabilita di un evento A é fornitilacsomma delle
probabilita degli eventi elementari (del modello probishiito) di cui sicompone.

Si ricaveranno ora, partendo da tale assunzione, le pidghate|l’eventos?,
dell’evento unione e dell'evento complementare di un psafis evento.

Come € ben noto, in ogni modello probabilistico, la sommédababilita
di tutti gli eventi semplicieq, es, ..., ez, di cui si compone, € pari ail Dato
che in ogni modello probabilistic® = {e1, e, ..., es} € dato che la probabilita
di un evento é pari alla somma delle probabilita degli evelimentari di cui si
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compone, si ha

S
P(Q)=> Ple)=1. (1.2)
=1
L'evento (2 & detto evento certo in quanto in ogni replicazione delBespento
casuale si deve verificare uno degli eventi possiiles, . . . , e dell’esperimen-
to e quindi in ogni replicazione si verifida.

Siano A e B due eventi incompatibili. Per semplicita si supmo che
A = {e1,e3} e che B= {eg, e5,¢4}. Visto che A e B sono incompatibili 'unione
AUB si compone di tutti gli eventi semplici di A e di tutti gli en®# semplici di
B, ovvero(A UB) = {e1, e3, €9, €5, €6 }. Pertanto, nel’esempio considerato,

P(AUB) = P(€1)+P(€3)+P(€2)—|—P(e5)—|—P(66)
= {P(er) +Pes)} +{P(e2) + P(es) + P(es)} -

Tenendo ora presente cRee;) + P (e3) = P (A) e cheP (ex) + P (e5) + P (eg) =
= P (B)sihaP (AuUB) = P (A)+ P (B). Ladeduzione ora trovata vale qualunque
sia I'evento A e qualunque sia I'evento B purché essi siaadofio incompatibili.

Si puo pertanto affermare che se due eventi A e B sono incdiilpaiovvero
(ANB) =0-allora

P(AUB) =P (A)+ P (B) . (1.2)

Esempio 1.5.1Si consideri il modello probabilistico associato all'@giione con
riposizionen = 2 unita dalla popolazione dV = 6 unita presentata nell'introdu-
zione (si vedano gli esempi di estrazioni campionarie dstpugpo considerati in
1.3). Trattasi di un modello probabilistico uniforme i cwiesti elementari sono
gli s = N? = 36 campioni possibili, a ciascuno dei quali compete probigbili
%. Si determini la probabilita che la media campionaXiaia uguale 8,5 o sia
uguale &8.

Gli eventi {X = 3,5} e {X = 8} sono fra loro incompatibili. L'evento
{X = 3,5} sicompone degli eventi semplici (campion(}, 4) e (4, 3). L'evento
{X = 8} si compone degli eventi semplici (campion{g, 10), (7,9), (9,7) e
(10, 6). Pertanto:

p (Y _3 5) _ Numero campi(')ni'favorgvg.li: 2

’ numero campioni possibili 36
__numero campioni favorevoli 4

)= numero campioni possibili 36

P(X =38
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Pertanto, essendo gli evelfify = 3,5) e (X = 8) incompatibili, si pud applica-
re la (1.2) e quindi

_ _ 2 4 1 —
P[(X=35)U(X=8)] = 3 3= = 0166
Si dimostrera ora che:
P(A)=1-P(A) . (1.3)

DimostrazioneL’eventoA si compone di tutti gli eventi elementari & che non
appartengono ad A. In altre parole:

1. gli eventi A eA sono incompatibili;
2. 'unione (AUA) = Q.

Consegue ché (AUA) = P (A) (perché A eA sono incompatibi-
li). Inoltre (AUA) = Q, pertantoP( ) = P(A)+ P (A). Dalla (1) si
sa cheP (?) = 1. Pertantol = P (A) + P (A), da cui si ottiene il risultato
P(A)=1-P(A).

Esempio 1.5.2Si consideri, ancora una volta, I'estrazione con riposieiali

n = 2 unita dalla popolazione dV = 6 unita presentata nell'introduzione e si
ricavi la probabilita che la media campionaiasia almeno uguale & L'evento

X almeno uguale & si compone, considerando la lista dei valori che effettiva-
mente la media campionaria pud assumere, dei valoH; 5; 5; 5,5; 6; 6,5; 7;
7,5;8;8,5;9;9,5; 10. Pertanto

P(X>4) = P[(X=4)U(X=45U(X=5U(X=55U(X=6)U
UX=65)U(X=7T)U(X=75U(X=8U(X=8,5U
UX=9)U(X=95U(X=10)] .

Risulta pil semplice considerare I'evento complementar® ¢> 4 che & I'e-

vento X < 4. Levento X < 4 si realizza sia se&X = 3,5, sia seX = 3.

E indubbiamente piti agevole calcolaRe(X < 4) che P (X > 4). Levento

(X <4) = [(X =3) U (X =3,5)]. Inoltre gli eventi(X = 3) e (X = 3,5)

sono incompatibili. Pertanto

P(X<4) = P[(X=3)U(X=3,5)]
= P(X=3)+P(X=3,5).
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Dalla distribuzione delle medie campionarie — riportatdl'infboduzione — si
ricava che vi € un campione con = 3 e due campioni colX = 3, 5. Pertanto
P (X =3) = s eP (X = 3,5) = &. Conseguentemente

1 2 3

— 1 —
P(X<4)=—=4+—==-—==-—=0,0833.
( ) 36 36 36 12 ’

Applicando ora la (1.3) si ricava

P(X>4) = 1-P(X<4)
3 33 _
= 1— 25 =55 =0,9166.

Con{ si e indicato I'evento che non contiene nessun evento seeaflionse-
gue che replicando continuamente un esperimento I'evienam si realizza mai.
Per questo motiv@ € anche detto evento impossibile.

Si dimostrera ora che:

P(0)=0. (1.4)

Dimostrazione.Si & mostrato in precedenza ohe= Q. Pertanto, applicando la
(1.3) ericordando ch® (2) = 1 si ha

P = P(Q)
= 1-P(Q)
= 1-1=0.
Nel caso in cui gli eventi A Ao, ..., A, siano fra loro incompatibili & possi-

bile dimostrare facilmente che la probabilita dell'uniandata dalla somma delle
probabilitd dei singoli eventi, in formula

k
P(AjUAU---UAL) =Y P(A)) . (1.5)
=1

Dimostrazione. Si suppongak = 3. E noto dall’algebra degli insiemi che
(Al UAg U A3) = [Al U (A2 U Ag)] Si ponga(A2 U Ag) = B. Pertanto

(Al UAQUAg):(AlLJB) .

Conseguentemente (A; UAs UA3) = P (AL UB).
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Per ipotesi di eventi A Ay, A3 sono incompatibili, cioé non hanno eventi
elementari in comune. Consegue che anche 8 sono incompatibili. Pertanto
perla (1.2) siha

P(A1 UAs UAg) = P(Al) +P(B) .
OwviamenteP (B) = P (A2 UA3) = P (A2) + P(A3). Sostituendo questa
relazione nella precedente si ha cosi
P(Al U A, UAg) :P(Al) +P(A2) -I—P(Ag) .
E immediato generalizzare il risultato anche pes 3.
Esempio 1.5.3Si determini, tramite la (1.5), la probabilitd che la medianc-
pionaria X sia almeno uguale &.

Si consideri I'estrazione con riposizionesdi= 2 unita dalla popolazione di
N = 6 unita presentata nell'introduzione.
Si e visto nell’esempio precedente che
(X>4) = [X=49U(X=45U(X=5U(X=55U(X=06)U
U(X=6,5)U(X=7)U(X=7,5)U(X=8)U(X=8,5U
U(X=9)U(X=9,5)U(X=10)]
Gli eventi che compongono 'unione sono fra loro incomgbfipertanto si pud
impiegare la (1.5).
Dalla distribuzione delle medie campionarie riportatd’imioduzione si ri-

cava il prospetto in Tabella 1.10 la cui terza colonna ragpdetprobabilita che la
media campionaria assuma rispettivamente i valpri, 5;. . ..

X NUMero | o 1 abilita
dei campioni
4 1 1/36
4,5 2/36
5 4/36
2/36
3/36
6/36
3/36
2/36
4/36
2/36
1/36
2/36
1/36

9,5

10
Campioni
favorevoli
(X=1)

-
HIN| =N N W W N &N

w
w

33/36

Tabella 1.10: Probabilita che la media campionaria&’ sia almeno uguale at
(estrazioni con riposizione).
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In conclusione

P(X>4) = P(X=4)+P(X=45)+---+P(X=10)
1, 2 1 33

T 036 736736 36

Si _ottiene ovviamglte lo stesso valore ottenuto con la im@iaz
P(X>4)=1-P(X <4).

Si dimostrera ora che nel caso in cui gli eventi A e B sono cditiia
P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) . (1.6)

Dimostrazione. L'unione (A U B) si compone degli eventi elementari che ap-
partengono ad almeno uno di essi. Si possono elencare glii @fementari di
(A U B) dividendo gli stessi in due gruppi: in un gruppo si considergutti gli
eventi che appartengono ad A e nell'altro gruppo si conaittemli eventi ele-
mentari di B che non appartengono ad A, ovvero nell’altrgpgrusi hanno gl
eventi elementari appartenenti all’evento differefBa- A). In questo modo gli
eventi dell'unione sono ripartiti idue eventi fra loro incompatibil e (B — A).
Il seguente diagramma di Venn illustra la scomposizione.

Q

In altre parole valgono le uguaglianze:

B
,’ // ) (AUB)=[AU(B-A);
A—(

i) P(AUB)=P[AU(B—A)].

Essendo A €B — A) incompatibili la probabilita della loro unione si calcola
con la (1.2) e quindi

P(AUB)=P(A)+P(B-A) .

L'evento B € costituito dagli eventi di B che appartengonchenad A e dagli
eventi di B che non appartengono ad A.

Eventi di B che Eventi di B che
B = appartengono | U non appartengono
ad A ad A

(BNA) (BAA)
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Si osservi che gli eventiB N A) e (BN A) sono fra loro incompatibili. Si os-
servi, altresi, ch¢BNA) = (B — A). Pertanto

B=BnNnA)UB-A) = PB)=P[BNA)UB-A)].
Applicando la (1.2) si ha
P(B)=P(BNA)+PB-A) = PB-A)=P(B)-P(BNA).

Sostituendo quest'ultima relazione nell’ultima formuieavata petP (A U B) si
ha
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) .

Esempio 1.5.4Si consideri il lancio di un dado (onesto). Siricavi la prdidia
di ottenere un punteggio divisibile per due o per tre.

Sia A I'evento punteggio divisibile per due: A {es, e4, ¢}. Sia B I'evento
punteggio divisibile per tre: B= {e3,es}. L'evento interseziondA NB) =
= {eg}. L'evento uniongA UB) = {ea, €3, €4, €5}, pertanto

P(AUB) = P(€2)+P(63)+P(64)+P(66)
4

6 .
Si puo ricavareP (A U B) anche impiegando la (1.6). A tal fine si ricava, innanzi
tutto:

P(A) = P(€2)+P(€4)+P(€6)=6,
P(B) = Ples)+P )=
P(ANB) — P(e6):%.
In conclusione
P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
3.2 1 4
= 5766 6
Si osservi che
P(AUB) = [P(e2)+ P(es) + P(es)] + [P (e3) + P(es)] — P(eq) -

Quest'ultima rappresentazione fa capire che nel caso ditieeempatibili la
sommaP (A) + P (B) conteggia due volte la probabilita degli eventi che ap-
partengono sia ad A sia a B. Per “pareggiare i conti” bisodlmaeasottrarre a

P (A) + P (B) la probabilitd della loro intersezione.
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Si possono richiamare ora alcuni risultati conseguiti irsja paragrafo:

1. PQ)=1 (1.1)
_ [ P(A)+P(B) se(ANB) =10 (1.2)
2 P(AUB)_{P(A)JFP(B)—P(AHB) se(ANB)£0;  (1.6)
3. P(A)=1-P(A),oancheP (A) =1— P (A); (1.3)
4. P (0)=0; 1.4)
5. seA,As, ..., A sono eventi incompatibili, allora
k
P(A1UARU---UAL) => P(A) . (1.5)
i=1

1.6 Probabilita e modelli probabilistici di eventi rappeagabili in tabel-
la2 x 2

In questo paragrafo si svolgono esercizi che riguardanadegbilita di eventi
rappresentabili in tabell2 x 2.

Esempio 1.6.1Probabilita di superare esami universitari.

Si indichi con S 'esame di Statistica, con D 'esame di BariPubblico e
con (SN D) entrambi gli esami. Le matricole di una Facolta di econoroia s
perano entro il primo anno i sopra indicati esami con le sefjymobabilita:
P(S) = 0,572; P(D) = 0,658; P(DN'S) = 0,486. In una tabell&2 x 2 é
possibile riportare non solo queste probabilita ma ancledleydegli eventi com-
plementariS, D, nonché le probabilita delle altre tre intersezigi8ND), (SND)

e (SN D). Ovviamente(S N D) significa che nel primo anno si supera Statisti-
ca ma non Diritto Pubblico(S N D) significa che si supera Diritto Pubblico ma

non Statistica, mentréS N D) significa che non si supera né Statistica né Diritto
Pubblico.

S S

D | 0,486 | 0,172 | 0,658

D | 0,086 | 0,256 || 0,342
[ ] 0,572 0,428 ]| 1,000 |

Tabella 1.11Probabilita di superare gli esami di Statistica S e di DinitPubblico D.
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Nella riga marginale sono riportate le probabil&S) e P(S) = 1 — P(S).
Analogamente nella colonna marginale si riportano le piita

P(D) e P(D)=1-P(D).

Nella casella(S, D) si pone la probabilit??(Sn D). Nelle altre caselle si sono
riportate le probabilita delle altre tre intersezioni ch@&cavano per differenza.
In effetti:

i) D= (DNS)U(DNSY),inoltre (DN S) & incompatibile cofD N'S). Pertanto
P(D)=PDNS)+PDNS) - PDNS) = PD)-PDNS) —
P(DNS)=0,658 — 0,486 = 0,172.

i) S=(SND)U(SND), inoltre (SN D) & incompatibile cofSN D) per cui,
dopo qualche passaggio si ottiene:

P(SND) = P(S) — P(SND) = 0,572 — 0,486 = 0,086 .

i) S=(SND)u(SND),inoltre (SN D) & incompatibile cor{SN D) per cui,
dopo qualche passaggio si ottiene:

P(SND) = P(S) — P(SND) = 0,428 — 0,172 = 0,256 .

Prima di procedere allo svolgimento di qualche esercizipgoduno notare
che oltre alle relazioni sopra indicate si ha anche:

(SUS)=9Q; (DuD)=Q; {(SND)uU(SND)U(SND)U(SND)} =Q.

Queste relazioni indicano che le componenti degli everili dmioni sopra indi-
cate costituiscono liste di eventi di tre modelli probasbidii.

Esempio 1.6.2Ricavare la probabilitd che una matricola ha di superareria-
no uno dei due esami”.
{Almeno uno dei due esami}= (SU D). Gli eventi S e D sono fra loro
compatibili per cui
P(superare almeno uno dei due esami= P(S) + P(D) — P(SN D)
= 0,572+ 0,658 — 0,486
= 0,744 .
Si tenga altresi presente che I'evento {almeno uno dei damigssi compone
degli eventi incompatibili(SN D), (SN D) e (SN D). In altre parole
P(SUD) = P[(SND)uU(SND)uU(SND)]
P(SND)+ P(SND) + P(SND)
= 0,486+ 0,172 + 0,086 = 0,744 .
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Esempio 1.6.3Ricavare la probabilita che una matricola, nel primo annonn
superi né Statistica né Diritto Pubblico.

Trattasi dellaP(SN D) che era stata gia ricavata nella relazidh&N D) =
P(S) — P(SND) = 0, 256. Questa probabilita puo essere ricavata anche in altro
modo. L'evento {nessuno dei due esami} & il complementafaldieno uno dei
due esami}. Pertanto

P(SND)= P(SUD) =1-P(SUD)
!
P(SND)= 1-0,744 =0,256.

Esempio 1.6.4Ricavare la probabilita che lo studente non superi almeno un
dei due esami.

L'evento {non superare almeno uno dei due esami} si indica lamione
(SUD). Pertanto si puo applicare la relazione

P(SUD) = P(S)+ P(D)- P(SND)
= 0,428 40,342 — 0,256 = 0,514 .
A questa probabilita si pud pervenire in altro modo. L'egent
(SuD) = [(SND)uU(SND)uU(SND)] .

Come é gia stato piu volte precisato, le tre intersezioniccimepongono 'unione
(SuU D) sono tre eventi incompatibili. Pertanto

P(SuD) = P(SND)+ P(SND)+ P(SND)
= 0,172+ 0,086 + 0,256 = 0,514 .

1.7 Probabilita dell'intersezione

Siano A e B due risultati relativi allo stesso esperimentsueate. | risultati A e
B si compongono di un certo numero di risultati elementarizusle trovare una
regola per I'assegnazione della probabilita all’eventerseziong A N B). A tal
fine si eseguona replicazioni dell’esperimento. Le frequenze dei risulégtB,
A e B nonché delle loro intersezioni sono riportate nella Tebkl12.

Ll A | A | |
B[ n(AnB) [n(ANB) [ n(B)
B[ n(ANB) [n(ANB) || n(B)

LI n& | n& [ n |

Tabella 1.12Frequenze dei risultati A, By, B e delle loro intersezioni.
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Si possono calcolare cosi flequenze relativelei due risultati A, B e della

loro intersezione:fr(A) = w; fr(B) = @ e fr(ANB) = M

Le frequenze relative sopra indicate fanno riferimenta titalita dellen grove.

E possibile, sempre sulla scorta delle frequenze riponella Tabella2 x 2,
ricavare la frequenza relativa di B nel’lambito deliéA) prove in cui si & veri-
ficato A. Si ha cosiifr(B|A) = %
delle prove in cui si € verificato A. Questa frequenza & denatafrequenza re-
lativa condizionatgfrequenza relativa di B condizionata ad A). In modo analogo
n(ANB)

nB) -

Solitamentefr(B|A) # fr(B). Frale seguenti frequenze relatife(ANB),
fr(A) e fr(B|A) vale la relazionefr(ANB) = fr(A) - fr(B|A).
Dimostrazione.

, frequenza relativa di B nell'ambito

si puo calcolare lgr(A|B) =

friane) = "A0B)

moltiplicando numeratore e denominatore péA) si ottiene

~ n(ANB) n(A) ~ n(A) n(ANB)
fr(ANB) = - -n(A)—>fr(AﬂB)— nnA)

Ricordando che@ = fr(A)e chew
" n(A)

to. In modo analogo si dimostra clfe(A N B) = fr(B) - fr(A|B).

Allaumentare din queste frequenze relative tendono a stabilizzarsi. Sembra
allora ragionevole istituire fra le probabilita del modefirobabilistico la stessa
relazione moltiplicativa esistente fra le frequenze redatin altre parole anche
nel modello probabilistico valgono le relazioni

= fr(BJA) si ottiene il risulta-

P(ANB) = P(A) P(BJA) (1.7)
P(ANB) = P(B)-P(AB). (1.8)

Il simbolo P(B|A) indica la probabilita di B dato A e rappresenta, nel mo-
dello, la frequenza relativir-(B|A). Significato analogo ha il simbolB(A|B).
Dalla (1.7) e dalla (1.8) si ricava:
P(ANB) .
PBIA) = ———— héP(A ; 1.
(BIA) PA) ,  purchéP(A) > 0; (1.9)
P(ANB)

P(AB) = ~P®) purchéP(B) > 0. (1.10)
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Esempio 1.7.1Estrazioni senza riposizione.

Si abbia una classe &V = 10 studenti di cui4 maschi e6 femmine. Si
estraggono senza riposiziome = 2 studenti. Siano: M I'evento estrazione
di un maschio alla prima estrazione,Mevento estrazione di un maschio alla
seconda estrazione; Fevento estrazione di una femmina alla prima estrazione
ed F, I'evento estrazione di una femmina alla seconda estraziGnealcoli la
probabilita di avere due maschi.

L'evento {due maschi} coincide con I'evento interseziofd; N M3). Per-
tanto si puo applicare la relaziod&(M; N"Mz) = P (My) - P (M3|My).
Il simbolo P (M) indica la probabilita di ottenere un maschio alla primaaestr
zione. Si calcola questa probabilita facendo riferimento@a estrazione da una
popolazione corV = 10 studenti di cud maschi.
Il simbolo P (M2|M;) indica la probabilitd di ottenere maschio alla seconda
estrazione sapendo che si & ottenuto maschio nella primazieste. Si calco-
la questa probabilita facendo riferimento ad una estrazaa una popolazione
con9 studenti di cuiB maschi.
Applicando il modello uniforme ad entrambe le estraziortigsi

N° casi favorevoli 4 maschi

P(My) = - = . =0,4
(M:) N° casi possibili 10 studenti ’
N° casi favorevoli 3 maschi -
P (M3My) = - — = . =0,33.

(M2|M1) N° casi possibili 9 studenti ’

In conclusione 43 1
PMiNMy)=— -5 ="2=0,133.

10 9 90

L'esperimento dell’estrazione di due studenti & stato sisltlin due sub-esperimenti
(prima estrazione, seconda estrazione), dei quali il scércondizionato dal ri-
sultato del primo. Senza questa suddivisione si sarebb&alo¢avare un unico
modello costituito da tutti 10 x 9 campioni possibili a ciascuno dei quali si

sarebbe dovuto assegnare probabil}&é

Si consideri 'esempio delle = 2 estrazioni senza riposizione dalla popola-
zione diN = 6 unita presentato nell’introduzione ed in altri paragrafi.
Conseguentemente

N° campioni cor2 maschi
N° campioni possibili

P(MlﬂMz) =

Nell’esempio considerato quest'ultimo approccio € piu pboato di quello ba-
sato sulla regola moltiplicativk (A N B) = P (A) - P (BJA).
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Si & ora pronti per introdurre il concetto di indipendenzariobabilita.
Definizione (Indipendenza in probabilita) L'evento B & indipendente (in
probabilita) dall’'evento A se

P(BJA) = P (B) .

Esempio 1.7.2Si abbia una classe caN = 10 studenti di cui4 maschi e6

femmine. Si estraggono con riposizione= 2 studenti. Con questa modali-
ta di estrazioni la composizione della popolazione restautata, conseguente-
mente il risultato della prima estrazione non influenzasitato della seconda

. . 4

estrazione. QuindP (M2|M;) = 0
4 .

Inoltre P (M) = — da cui
10

4 4 16
PMiNMy)=— - —=—=0,16.
(M1 M2) = 1515 = 190 = 016

Prima di procedere si tenga ben presente chee,|M; indicano eventi diffe-
renti. Come si pu0 calcolar® (M2) senza ricorrere all'insieme di tutti i campio-
ni possibili? Si mostrera che cio & possibile ricorrendo aflhema della tabella
2 x 2. In effetti My = (M1 N Mg) U (F1 N Mg)

Inoltre (M1 N M2) N (F; N Ms) = () (si noti cheM; = Fy).

Pertanto

P(Mg) = P(M1 ﬂMg)—FP(FlﬂMg)
= P(My) - P(M2[My) + P (Fy)-P(M2|Fy) . (1.11)

La (1.11) vale sia per le estrazioni con riposizione che agrilg senza riposizio-
ne.
Nel caso diestrazioni con riposizionsi ha:

4 6

4 4
P(Ml)zl_()’ P(Fl):l—(), P(M2‘M1):E7 P(MQ!FQ:I—O.

Pertanto

(M)_4 4.6 4 _4/4 6)_d
2710710 "10 10 10\10 10/ 10"

Dunque dato ch& (M2|M1) = P (M3), si puo affermare che nello schema delle
estrazioni con riposizione Me indipendente in probabilita da;M

Si noti cheP (My|F;) = P (M3) e che quindi M e indipendente in probabilita
da R = M. Sinoti altresi che” (M) = P (Ms).
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Nel caso diestrazioni senza riposiziorst ha:

4 6 3 4
PM)=— ., P(Fi))=—, P(MaglM{)=—=. P(Ms|F) =—.
(My) 10 (F1) 10 (M2[My) 9’ (Ma|Fy) 9
Pertanto L3

P(My) = — .2
(Mo) =155+

36
=—=0,4.
90 ’

6 4
10 9
EssendaP (M3|M;) = g = 0,333 # P (M3) = 0,4 non si puod affermare che
M. € indipendente in probabilita da;M

Si noti che anche? (My|F;) = % = 0,444 # P(M3) = 0,4. Non si pud
infine affermare che Meé indipendente in probabilita da FSi noti che anche
nel campionamento senza riposizioRéM,) = P (Ms).

E tempo di ritornare alla teoria. Si & visto in precedenzalahgrobabilita
dell'interseziong/A N B) & sempre fornita dalla regola moltiplicativa

P(ANB)=P(A)-P(B|A) .

Nel caso in cui B sia indipendente da A, ovvero nel caso irt{B|A) = P (B),
la probabilita dell'intersezione diventa

P(ANB)=P(A)-P(B) . (1.12)
Si puo allora concludere affermando che:

P(ANnB)=P(A)-P(BJA), sempre
P(ANnB)=P(A)-P(B), se B e indipendente in probabilita da. A

Lindipendenza (in probabilitd) € una relazione simmeitricioé se B & indipen-
dente da A allora anche A ¢ indipendente da B.

Dimostrazione.Per ipotesiP (B|A) = P (B), conseguentemente vale la (1.12)
ovweroP (ANB) = P (A) - P(B). Pertanto

P(ANB)

P(AB) = 5 g

risulta paria P (A|B) =
Si é cosi dimostrato che l'indipendenza di B da A implicadipendenza di
A da B. In modo analogo si dimostra che l'indipendenza di A danmlica
l'indipendenza di B da A.
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Definizione (Indipendenza fra due eventi) Gli eventi A e B si dicono
indipendenti se
PANnB)=P(A)-P(B) .

Da questa relazione si ricava agevolmente che:

) PBIA)=P(B); i) P(AB)=P(A).

In conclusione per il calcolo delle probabilita dellintezione si possono
usare le formule:

P(A)-P(BIA)
PANB) = {P<B>-P<Ars> ’

P(AnB) = P(A)-P(B), soloseA e B sono indipendenti.

sempre

Il problema piu difficile che si presenta nel valutare la @dobta dell'inter-
sezione € “sapere” se é realistico 0 meno assumere che i daé siano indi-
pendenti. Non esistono regole generali e spesso € soletiesga che puo dire
se due eventi possono ritenersi indipendenti. Dovreblie aicadere che in una
lunga serie di prove

n(ANB) n(A)
AB) = A ovvero = .

Ir(AIB) = fr(A) . SB =

Esiste perd un caso generale molto importante che da ludgaipendenza.

Questo accade quando gli eventi A e B fanno riferimento a fiaitamente

separate.

Esempio 1.7.3Nella scatola g vi sono3 palline rosse ¢ palline nere. Nella
scatola & vi sono5 palline rosse & palline nere. Si estragga una pallina da
S, ed una pallina da & Sia A I'evento estrazione di pallina rossa da &B
I'evento estrazione pallina rossa dg.SCalcolareP (A N B).

Dato che gli eventi A e B fanno riferimento a parti fisicamesdparate allora
si possono ritenere indipendenti. Conseguentemente

P(ANB) = P(A)-P(B)

3 5
= . =015,
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Estensione della regola moltiplicativa al caso di tre event
Si considerino i tre eventi A, B e C. Si vuole calcolare la @tabta della
loro intersezione. Si puo, a tal proposito, estendere lalaagoltiplicativa:

P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)- P[C/(ANB)] (1.13)

Esempio 1.7.4Si abbia una scatola cob palline rosse et palline nere. Si
estraggono senza riposizione tre palline. Si determirgmqadbabilita di ottenere:

a) tre palline nere;

b) pallina nera alla prima estrazione, rossa alla secondazéste e nera alla
terza estrazione;

¢) una pallina nera e due rosse.

Conviene dividere I'esperimento in tre parti (ognuna penicgstrazione) che
sono — in questo esempio — fra loro dipendenti.

Sia R I'evento pallina rossa allama estrazionei = 1, 2, 3.

Sia N, I'evento pallina nera alla&ma estrazionei = 1, 2, 3.

a) P(N1 N Na N Ng) = P(Nl) . P(NQ‘Nl) P[Ng‘(Nl N Ng)]
4 3 2 24

b) P(NlﬂRgﬂNg) = P(Nl)P(RQ‘Nl)P[Ng‘(NlﬂRg)]

C) P (una pallina nera e due rogse= 7

{ Una pallina nera

e due rosse }:(Nngng)u(RlmNQQRg)U(RmRQmN3).

Le tre successioni di eventi sono fra loro incompatibilirtReto

una pallina nera
F ( e due rosse ) =P (N1 NR2 NR3)+P (RiNN2 NR3)+P (Ri NR2 N N3) .

4 6 5 120
P(NiARyARy) = o0 2 =1,
6 4 5 120
P(RlﬂNzﬂR3) = _10§§:720’
6 5 4 120
P(RlﬂRgﬂNg) = Eggzﬁo
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In conclusione
P( una pallina nera) _ 4. 120

eduerosse ) ° 720"

Se tre eventi fanno riferimento a parti fisicamente sepailliea si ritengono
indipendenti ed in questo caso

P(ANBNC)=P(A)-P(B) P(C). (1.14)

L'ultima regola moltiplicativa si pud estendere al casokdéventi. Se ik
eventi Ay, Ao, ..., A fanno riferimento a parti fisicamente separate allora si
ritengono indipendenti ed in questo caso:

OSSERVAZIONE IMPORTANTE. Se si estrae da una popolazioneampio-
ne din unita con la tecnica della riposizione, si ritiene che leagibni siano
indipendenti in quantaon la riposizionenon si modifica la composizione della
popolazione pertanto cid che si verifica in una estrazioneimtuenza le prove
successive.

2 Variabili casuali

Spesso quando si esegue un esperimento casuale si & miesess al valore
assunto da una quantita associata ad ogni risultato elamenfinalogamente,
partendo dal modello probabilistico € possibile assodtare qualche “regola”
ad ogni evento elementareer, e, ..., es — un valore numericoX (e;). Dato
che nel modello probabilistico ad ogni evento(i = 1,...,s) & associata la
probabilita P (e;), questa stessa probabilita viene associata anckéeg). I
prospetto sotto riportato illustra il processo logico chasforma” gli eventi;
nei valori X (e;).

Modello Probabilistico Prospetto ValoK (e;), P (e;)
el P(e1) X (e1) P (e1)
es P (e3) X (e2) P (e2)
€.i P(lez‘) X (.ez‘) P(lei)
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Questa trasformazione da luogo ad una variabile caslald_a variabile
casualeX € una entitd complessa che assegna un valofe;) ad ogni evento
elementare; € Q. Da un punto di vista matematicd : Q — R!.

Esempio 2.0.5Si lanci una moneta equilibratavolte e si consideri il numero
X di teste che si ottengono. Per ricavare la variabile cagwate X bisogna
innanzitutto costruire il modello probabilistico che raggenti I'esperimento. In
ogni lancio si pud avere T (testa) oppure C (croce). Per iddare gli eventi
elementari associati ai cinque lanci basta indicare leipitis8®> = 32 sequenze
di T e C che si possono verificare nei cinque lanci.

Sequenze La sequenza TCTTC indica: testa al
TTTTT—=¢, TTCCC=epr primo Ilancio,lcroc_e al secolndo Ian(I:io,
TTTTC= ey TCTCC= ey te_:sta alterzo ancio, testa_ a ql_Jart_o_ an-

cio e croce al quinto lancio. Significa-
TTTCT =e3 TCCTC= exo to analogo hanno le altre sequenze. Un
TTCTT=e4 TCCCT= ey modo per individuare tutte le sequen-
TCTTT=e; CTTCC= ey ze é quello di suddividerle in gruppi
CTTTT=e¢s CTCTC= en dove all'interno di ogni gruppo si han-

no le sequenze con lo stesso numero
TTTCC=e; CTCCT= €23 di T. Il numero di teste pud assumere
TTCTC=es CCTTC= ey solo i valori: 0,1,2,3,4,5. Si consi-
TCTTC=¢9 CCTCT=ey; derino ora, come esempio, le sequen-
CTTTC=¢;9 CCCTT= eoq Ze con una testa. Per ig_dividuare le
TTCCT=¢;; TCCCC= enr sequenze con una t’es_ta isogna tenere

presente che quest’ultima puo presen-
TCTCT=e1a CTCCC= ez tarsi alla prima estrazione (nelle altre
CTTCT=¢e13 CCTCC= egg quattro estrazioni si ha C), alla secon-
TCCTT=¢14 CCCTC= eg da estrazione (nelle altre quattro estra-
CTCTT=¢;s CCCCT= ey zioni si ha C), alla terza, alla quarta o

alla quinta estrazione. Si hanno cési
CCTTT= €16 CCCCC= €32

casi con una testa.

Analogamente, per individuare le sequenze con due testgrm individuare le
coppie di estrazioni in cui si ha T (nelle altre tre si ha C)e§te coppie sono:
(1a’ 2@)’ (1a’ 3a)’ (1a’ 4&)’ (1a’ 5a)’ (2(1’ 3@)’ (2a’ 4a)’ (2a’ 5@)’ (3(1’ 4a)’ (3a’ 5@)’
(4*,5%). Si hanno cosi dieci sequenze con due teste (e ovviamenteati). |l
seguente prospetto riporta per ogni numero di teste (sweitanci) il numero
delle sequenze.
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Numero teste Numero di
su cinque lanci sequenze
0 1

1 5
2 10
3 10
4 5
5 1
Totale 32

In seguito si vedra che il numero di sequenze aventi lo stess®ro di teste
x sun = 5 lanci é pari alle combinazioni di oggetti (diversi, le singole estra-
zioni) presiz alla volta. Individuati glis = 32 eventi elementari si pud assegnare
— perché la moneta ¢ equilibrata — ad ogni evento elememtatedsa probabilita

i 0,03125. Sitenga presente che i cinque lanci possono ritenergiendi

denti per cui la probabilitd di una successione pud essezauit con la regola
moltiplicativa, utilizzando cioé le probabilita che fanriterimento alle singole
prove P(T) = 0,5; P(C) =0, 5. In formula:
P(TTCCT) = P(TNTNCNCNT)
= P(T)-P(T)-P(C)- P(C)- P(T)
11111 1 — 0.03125
2 2 22 2 32 7 ’
In definitiva, la variabile casuale numero di teste in cintareei di una moneta
equilibrata, € rappresentata nel prospetto che segue.

Modello probabilistico  Variabile casual€ Modello probabilistico ~ Variabile casualg
Eventi Eventi
elementari P(e;) X(ei) P(e;) elementari P(e;) X(ei) P(e;)
€; €4
TTTTT=¢  0,03125 5 0,03125 TTCCC=e¢e;7 0,03125 2 0,03125
TTTTC=e; 0,03125 4 0,03125 | TCTCC=e13 0,03125 2 0,03125
TTTCT=e3 0,03125 4 0,03125 | TCCTC=e19 0,03125 2 0,03125
TTCTT=¢4 0,03125 4 0,03125 TCCCT=ey 0,03125 2 0,03125
TCTTT=e5; 0,03125 4 0,03125 CTTCC=-ey 0,03125 2 0,03125
CTTTT=e¢s 0,03125 4 0,03125 | CTCTC=ey 0,03125 2 0,03125
TTTCC=e7; 0,03125 3 0,03125 | CTCCT=ey3 0,03125 2 0,03125
TTCTC=eg 0,03125 3 0,03125 CCTTC=e94 0,03125 2 0,03125
TCTTC=¢e9 0,03125 3 0,03125 CCTCT=-e9; 0,03125 2 0,03125
CTTTC=¢j, 0,03125 3 0,03125 | CCCTT=e9 0,03125 2 0,03125
TTCCT=e;; 0,03125 3 0,03125 | TCCCC=ey; 0,03125 1 0,03125
TCTCT=e¢15 0,03125 3 0,03125 CTCCC=e9g 0,03125 1 0,03125
CTTCT=e13 0,03125 3 0,03125 CCTCC=ey 0,03125 1 0,03125
TCCTT=ey4 0,03125 3 0,03125 CCCTC=¢3 0,03125 1 0,03125
CTCTT=e35 0,03125 3 0,03125 | CCCCT=e3 0,03125 1 0,03125
CCTTT=e15 0,03125 3 0,03125 | CCCCC=e32 0,03125 0 0,03125
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Si € cosi avuta una prima rappresentazione della variahdesansiste nell'indi-
care le coppie di valotX (e;) e P(e;).

In molti contesti & utile rappresentare la v.&. indicando sia i valork di-
versizy, < x9 < --- < xp che la stessa assume sia le corrispettive probabilita
p(z1),p(z2),...,p(zx), essende (z;) = P[X =xj],j = 1,2,... k. Le-
vento (X = z;) si compone di tutti gli eventi elementari in corrispondeniza
quali X = z;. Pertanto

Somma delle probabilita di tutti gli eventi

ple)=PX=2] = qementariin corrispondenza dei quali= z;

k
Owviamente® _p (z;) = 1.

Jj=1
Numero delle Probabilita
: : Numero sequenze .
teste in5 lanci diuna p ()
conX =uz;
x; sequenza
0 1 L 1 L _ 0,03125
32 3
1 5 l 5- L =0,15625
’ 32 T T
1 1
2 1 = 10— =0,3125
0 33 0 32 0,3125
3 10 ! 10- = = 0,3125
< 32 M 32 = U, < D
1 1
4 — . =0,15625
5 32 5 32 0,15625
1 1 1o
5 1 3 1- 3= 0,03125
Totali 32 1,00000

2.1 Variabili casuali indipendenti

Sullo stesso modello probabilistico si pud definire piu dawariabile casuale.
Ad esempio in corrispondenza di ogni evento elemertasepossono avere due
v.c. X (e;) eY (e;). Dalle triplette(X (e;),Y (e;), P (e;);i=1,2,...,s) Si
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possono ricavare le due distribuzioni di probabilita dedéabili casualiX eY:

X Y
— —
r1 p(z1) y1 p (Y1)
zj p(z;) yi p(y;)
zp  p(ok) yr p(Yr)

1,00 1,00

nonché la distribuzione congiunta delle due variabili edisthe solitamente vie-
ne rappresentata in una tabella a doppia entrata (Tab&Ba 1.

I | o [ w [ ] oz [ ] o [PY=y)]
Y1 p(x,y) | p(ea,y) | - | p(xgm) | -0 | p(@k,y1) p(y1)
Y2 p(r1,y2) | p(w2,92) | - | p(xj,u2) | - | P2k, 2) P (y2)
y.t P(-Ti,yt) P(372.7yt) P(-Tg-'?yt) P(l’l;»yt) P(.Z/t)
y.r p(:vl.7yr) p(xz.,yr) p(ng,yr) p(wz;7yr) p(.yr)
[ PX=x)[ pl) | ple) [ ] pl) -] plw | 1 |

Tabella 1.13:Distribuzioni di probabilita delle v.cX edY e distribuzione congiunta
delle due v.c..

Il simbolop (z;,y:) = P[(X = z;) N (Y = y,)] indica una probabilita congiun-
ta. Sommando per riga si hanno le probabilita margipélj;). Sommando per
colonna si hanno le probabilita marginaliz ;).

Esempio 2.1.1Si lanci una moneta ben equilibrata = 5 volte. SiaX la v.c.
numero di teste totali e si§ la v.c. numero di teste nei primi tre lanci. Ricavare
la distribuzione congiunta diX,Y).

Conviene riportare la lista d82 eventi elementari con accanto i valori delle
variabili X eY (Tabella 1.14).
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Eventi elementari

. X(e)) Y(e) Z(ey) . X(ei) Y(e) Z(ei)
TTTTT =¢e; ) 3 2 TTCCC=ey7 2 2 0
TTTTC = €9 4 3 1 TCTCC= €18 2 2 0
TTTCT =e3 4 3 1 TCCTC=egg 2 1 1
TTCTT=e4 4 2 2 TCCCT= ey 2 1 1
TCTTT =e5 4 2 2 CTTCC=ey 2 2 0
CTTTT = ¢ 4 2 2 CTCTC= es 2 1 1
TTTCC= (&g 3 3 0 CTCCT= €923 2 1 1
TTCTC=eg 3 2 1 CCTTC=eg4 2 1 1
TCTTC=eg 3 2 1 CCTCT=ey5 2 1 1
CTTTC=ej9 3 2 1 CCCTT=ey 2 0 2
TTCCT= €11 3 2 1 TCCCC= €27 1 1 0
TCTCT = ez 3 2 1 CTCCC= egg 1 1 0
CTTCT= €13 3 2 1 CCTCC= €29 1 1 0
TCCTT= €14 3 1 2 CCCTC= €30 1 0 1
CTCTT= €15 3 1 2 CCCCT= €31 1 0 1
CCTTT= €16 3 1 2 CCCCC= €392 0 0 0

Tabella 1.14:» = 5 lanci di una moneta: eventi elementari e valori assunti ealk.
X, YeZ=X-Y.

Nel prospetto che segue si € costruita la tabella a doppiatantelle cui caselle
si e riportato il numero degli eventi elementari in corrisgenza dei quali le due
variabili assumono i valori indicati nella riga e nella coh@a madre.

V\XJoJ1]2]3TJ4]5 \
0 JiJ2]1]oJoJo] 4
1 Jols]6[3]oJof12
2 JJofo] 376 [3]0]12
3 JoJoJo[r]2]1]4
[ [:fs[w]w]s]t]32]

Moltiplicando le frequenze di ogni casella p%f si ottiene la seguente distribu-
zione delle probabilita diX,Y).

Ax] o | t [ 2 3 [ 4 5| |
0 [0,03125 [ 0,0625 |0,03125 0 0 0 0,125
1 0 0,09375 | 0,1875 | 0,09375 0 0 0,375
2 0 0 0,09375 | 0,1875 | 0,09375 0 0,375
3 0 0 0 0,03125 | 0,0625 | 0,03125 || 0,125
[ [ 0,03125 ] 0,15625 | 0,3125 [ 0,3125 | 0,15625 | 0,03125 [] 1,000 |
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Si & ora pronti per dare la seguente
Definizione (Indipendenza in probabilita fra due v.c.) Le v.c. X edY
sono indipendenti in probabilita se

p (x5, y1) = p () -p (Y1) (2.1)
per ogni coppidz;,y:),conj =1,2,... . ket=1,2,...,r.

Esempio 2.1.2Le v.c. (X,Y) definite nel’Esempio 2.1.1 non sono indipenden-
ti. Infatti, vi sono molte probabilita congiunte che essendjuali a zero non
possono essere uguali al prodotto delle probabilita maligin

Esempio 2.1.3Si lanci una moneta ben equilibraiaolte e si considerino la v.c.
Y numero di teste sui primi tre lanci e la v.2.numero di teste negli ultimi due
lanci. Impiegando la solita lista del2 sequenze (Tabella 1.14) si é ottenuto
il prospetto indicante il numero degli eventi elementaru@ndi la distribuzione
delle probabilitd congiunte delle v.¢Y, 7).

Numero delle sequenze Distribuzione di probabilita
IzJol12] | [z o [ 1 [ 2 ] |
0 112 |1 4 0 0,03125 | 0,0625 | 0,03125 || 0,125
1 316|312 1 0,09375 | 0,1875 | 0,09375 || 0,375
2 316 3|12 2 0,09375 | 0,1875 | 0,09375 || 0,375
3 112 |1 4 3 0,03125 | 0,0625 | 0,03125 || 0,125
sl s[5 [ [0 [ 05 [ 05 L]

Si controlla immediatamente che le v.&’ ed Z sono fra loro indipendenti.
Infatti, ogni probabilitd congiunta & uguale al prodotttielprobabilita marginali.

Se due v.c. sono definite su parti fisicamente separate di pgrisgento
le stesse si ritengono indipendentQuesto & proprio il caso delle v.& e Z
dellEsempio 2.1.3. In effettiy” & definita nei primi tre lanci & invece nel
quarto e quinto. | primi tre lanci sono fisicamente separagjlicultimi due. In
altre parole I'esperimento (cinque lanci) € stato divisaire parti fisicamente

separate per cui i risultati di una delle due parti non puaierfzare I'altra.
Quanto sino ad ora precisato per due v.c. si estende fadinarcaso di

tre, quattro,..., variabili casuali. In particolare nesecali tre v.c.: X (che as-

sume i valorizy,...,xj,...,zx), Y (che assume i valotyy, ...,y ...,y,) €
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Z (che assume ivalody,...,z,...,z.) si ha lI'indipendenza in probabilita se
le loro probabilitd congiunte si fattorizzano nel prodottielle corrispettive tre
probabilita marginali

P(X=2)N(Y=y)N(Z=2)]=P(X =2;)-P(Y =y)-P(Z=2). 2.2)

perognij =1,...,k,t=1,...,redl =1,...,c. Sele tre v.c. fanno riferi-
mento a parti fisicamente separate di un esperimento sjdtenindipendenti.

2.2 Aspettativa e valore atteso

Sianoey,...,e¢;, ..., e, i risultati elementari di un esperimento casuale. Dopo

aver replicaton volte I'esperimento casuale i risultati si sono presentati
S

con le frequenze:n (e1),...,n(e;),...,n(es); » nle) = n. Siano
i=1

X (e1),...,X (e),...,X (es) i valori che assume la v.cX in corrispondenza

dei risultati elementany, ... ,e;,...,es. Sicalcoli la media aritmetica di questi

valori.

M) = 2K ) ) = 3 X (e M
=1
= > X(e) fr(e). (23

All'aumentare din le frequenze relativér (e;) si stabilizzano intorno alle proba-
bilitd. Se si sostituiscono nella (2.3) fe (e;) con lep (e;) si ottiene I'aspettativa
della v.c. X fornita da

E(X)=> X(e)-p(ei) . (2.4)
=1

L'aspettatival(X) rappresenta il valore cui “tende’/; (X) all'aumentare dh.

Esempio 2.2.1Si lanci due volte un dado ben equilibrato. Si consideri a v.
sommas dei punteggi dei due lanci. Ricavare I'aspettativadi

Per poter utilizzare la (2.4) bisogna innanzitutto ricaviamodello probabi-
listico relativo al lancio dei due dadi e determinatée; ).
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Eventi elementari Eventi elementari

o S(ei) Ple;) S(ei)- Plei) o S(ei) Plei) S(ei)-P(ei)
1,1) =e 2 1/36 2-1/36 (4,1) = er 5 1/36  5-1/36
(1,2) = e 3 " 3-1/36 (4,2) = ez 6 " 6-1/36
(1,3) =e3 4 " 4-1/36 (4,3) = ea 7 " 7-1/36
(1,4) = eq 5 " 5-1/36 (4,4) = e 8 " 8-1/36
(1,5) = es 6 " 6-1/36 (4,5) = es3 9 " 9-1/36
(1,6) = es 7 " 7-1/36 (4,6) = e 10 " 10-1/36
(2,1) = er 3 " 3-1/36 (5,1) = eas 6 " 6-1/36
(2,2) =es 4 " 4-1/36 (5,2) = eg 7 ’ 7-1/36
(2,3) =eg 5 " 5-1/36 (5,3) = ear 8 " 8-1/36
(2,4) = exo 6 " 6-1/36 (5,4) = ess 9 " 9-1/36
(2,5) =en 7 " 7-1/36 (5,5) = ex9 10 ’ 10-1/36
(2,6) = ez 8 " 8-1/36 (5,6) = e3o 11 " 11-1/36
(3,1) = ex3 4 " 4-1/36 (6,1) = e31 7 " 7-1/36
(3,2) =ewu 5 " 5-1/36 (6,2) = es2 8 ’ 8-1/36
(3,3) =ei5 6 " 6-1/36 (6,3) = es3 9 " 9-1/36
(3,4) = ex6 7 " 7-1/36 (6,4) = ez 0 " 10-1/36
(3,5) = e17 8 " 8-1/36 (6,5) = ess 11 " 11-1/36
(3,6) = e1s 9 " 9-1/36 (6,6) = ex 12 12-1/36

252/36 =7

Dal prospetto si ricava

36 36 1
E(S) = D S(e) Ples) =) Slen) 5
=1 i=1
1
= 262 5. =1.

Il risultato ottenuto informa che effettuando un numerelevato di coppie di
lanci la media aritmetica della somma dei due punteggi ésprasay.

Alcune volte pud essere piu conveniente ricavia(e ) facendo riferimento alla
distribuzione di probabilita dX. In effetti partendo dalla (2.4)

E(X)=> X(e)-ple:) ,
=1
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€ possibile raggruppare gli eventi elementark igruppi,1 < k < s. Nel gruppo
j-mo (j =1,2,...,k) si hanno gli eventi elementari coXi (e;) = x;. Pertanto

k

E(S) = Y8 >, X(a)-p(e)

J=1 | {i: X (es)=x;}
k k

= 3 > mple)p=m8 Y. ple)
7=1 {i:X(ei)za:j} i=1 {i:X(ei):fL‘j}

k
= D wp(xy) .
i=1

In conclusione & possibile calcolare I'aspettativa di usaanche con la formula
k
B(X)=>) z;-p(x;) . (2.5)
j=1

Esempio 2.2.2Calcolare I'aspettativa della v.cS dell’'esempio precedente con
la (2.5).

Per poter applicare la (2.5) bisogna innanzitutto ricaladistribuzione del-
la v.c. S che si ottiene con il prospetto in Tabella 1.15 che riportidiutigma
colonna i prodottis; - p (s;).

Numero

s; | Eventi elementari eventi p(s5) | sj-p(s5)
2 1(1,1) 1 1/36 2/36
3 ] (1,2);(2,1) 2 2/36 6/36
4 | (1,3); (2,2); (3,1) 3 3/36 12/36
5 | (1,4); (2,3); (3,2); (4,1) 4 4/36 20/36
6 | (1,5); (2,4); (3,3); (4,2); (5,1) 5 5/36 30/36
7 | (1,6); (2,5); (3,4); (4,3); (5,2); (6,1) 6 6/36 42/36
8 | (2,6); (3,5); (4,4); (5,3); (6,2) 5 5/36 40/36
9 | (3,6); (4,5); (5,4); (6,3) 4 4/36 36/36
10 | (4,6); (5,5); (6,4) 3 3/36 30/36
11| (5,6); (6,5) 2 2/36 22/36
12 | (6,6) 1 1/36 12/36
36 1,00 | 252/36 =7

Tabella 1.15Distribuzione di probabilita della v.cS.
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In conclusione, per il calcolo dell’'aspettativa di una v4.dispone delle due
formule

S

Y X (i) pl(e) (2.4)
B(X) =1

S zip(a)) (2.5)

j=1

Dato cheE(X) ha la stessa struttura matematica (X ), deriva cheF (X)) ha
le stesse proprieta di/; (X) studiate in statistica descrittiva. In particolare sono
utili le seguenti proprieta div(.X).

i) E(a+bX)=a+b-E(X). (2.6)

i) EX+Y)=EX)+EY). (2.7)

Dimostrazioni.

i) SiaY =a+bX, alloraY (e;) =a+b- X (¢;). Pertanto

E(Y =a+bX) = > [a+b-X ()] ples)
i=1

= Y ape)+> b X(e) ple)
=1 =1
= Q-Zp(ez‘)—f—b'ZX(ei)'p(ei)
i=1 =1
= a+b-E(X)

La relazione ora trovata vale per qualsiasi valore didib. In particolare:

eperb=0—FE(a+0-X)=a+0-E(X)=gq;
eperb=1—-FE(a+1-X)=a+1-E(X)=a+ E(X);
epera=0—-FE0+b-X)=0+b-E(X) =0 E(X).

i) B(X+Y)=EX)+E(Y).
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SiaZ = X +Y,oweroZ (¢;) = X (e;) + Y (e;). Pertanto

E(X+Y) = E(Z)=)_ Z(e:) p(es)

(

i=1

= ZX ei)p(e;) +ZY(€i) -p(ei)
i=1 i=1

= EX)+E(Y).

= > X (e) +Y (ex)] - p(es)
(

Questa proprieta € molto importante perché permette dbleae I'aspet-
tativa di una somma in base alle aspettative delle sue coemgioih cui
calcolo é in molti casi pit immediato.

Esempio 2.2.3Si lanci due volte un dado bene equilibrato. Sfail punteggio
che si consegue con il primo lancio e siail punteggio che si consegue con |l
secondo lancio. Si& = X + Y. Ricavare I'aspettativa db = X + Y con la
(2.7).

Il modello probabilistico associato al primo lancio da loadla distribuzione
di probabilita per la v.cX riportata in Tabella (1.16).

Eventi
elementari | p(x;) | i p ()
€ = T4
1 1/6 1-1/6
2 1/6 2-1/6
3 1/6 3-1/6
4 1/6 4-1/6
5 1/6 5-1/6
6 1/6 5-1/6

1,00 [ BE(X)=3,5]

Tabella 1.16Distribuzione di probabilita della v.cX.

La v.c. Y ha la stessa distribuzione di probabilita della vE. Pertanto
E(Y) = 3,5. In conclusione

E(S)=FE(X)+E(Y)=35+35="7.
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La (2.7) si generalizza agevolmente al caso della sommaatiabili casuali

EXi+Xo+ -+ X)=EX)+E(Xp)+---+E(X.) . (28)

L'aspettativa del prodotto fra due v.c. si puo calcolare leciormule

i=1
k

j=1t=1
Nel caso del prodotto fra variabili casuali generalmenteasi
E(X Y)#EX)-E(Y).

Tuttavia vale il seguent®éeorema
Teorema (Valore atteso del prodotto di v.c. indipendenti)SeX edY sono
indipendenti allora
E(X-Y)=E(X)-EY). (2.11)

DimostrazioneLav.c. X assume ivalorky, ..., z;,...,z;. Lav.c.Y assume i
valoriyy, ...,y ..., yr. Perlipotesidiindipendenza(x;,y:) = p (x;)-p (ye),
per ogni coppidj, t). Pertanto, in forza della (2.10)

k r
EX.Y) = ZZ% Y- p (x5, )

j=1 t=1

k r
= > D @iy p(x) plw)

j=1t=1
k T

= > zp(x)- Y ye-pw) = BE(X)-E(Y).
Jj=1 t=1

Esempio 2.2.4Si lanci una moneta equilibrata = 5 volte. SiaX la v.c. nu-
mero di teste totali e si&” la v.c. numero di teste nei primi tre lanci. Ricavare
I'aspettativa del loro prodotto con la (2.10).

Per poter calcolare I'aspettativa del prodotto bisogrevece, per ogni coppia
(x,y¢), il valore del prodotto ponderato; - y; - p (z;,y:). A tal fine si puo
impiegare il prospetto che segue ove le probabilita corigisano quelle ricavate
in precedenza.
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y\z 0 1 2 3 4 5
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1 ][0,00[1-1-0,09375 | 1-2-0,1875 | 1-3-0,09375 0,00 0,00
2 [[0,00 0,00 2-2-0,09375 | 2-3-0,1875 | 2-4-0,09375 0,00
3 0,00 0,00 0,00 3-3-0,03125 | 3-4-0,0625 | 3-5-0,03125
L'aspettativa £(X - Y), fornita dalla sommatoria d&f x 4 24 prodotti

xj -y - p(xj,y.), risulta?, 875.
L'aspettativa diX risulta

6

> xjp(x)

j=1

= 0-0,031254+1-0,15625+2-0,3125+ 3 -0,3125 +

+4-0,15625 +5 - 0,03125
= 2,5.

BE(X) =

L'aspettativa diY” risulta

4
> yep ()
t=1

= 0-0,1254+1-0,375+2-0,375+ 30,125
1,5.

E(Y) =

Sirileva che per le variabili.X, Y') risulta

E(X-Y) # E(X) E(Y)
7,875 # 3,75.

Esempio 2.2.5Si lanci una moneta equilibrata = 5 volte. SiaY la v.c. numero
di teste nei primi tre lanci & la v.c. numero di teste negli ultimi due lanci. Si é
visto in precedenza che€ e Z sono v.c. indipendenti. Calcolai(Y - Z) con la
formula

(2.10)

EY-Z)=>_> w-2pya),

t=1 =1

e verificare cheE(Y - Z) = E(Y) - E(2).
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y\z| O 1 2
0 [0,00 0,00 0,00
1 [0,00[1-1-0,1875 | 1-2-0,09375
2 10,00[2-1-0,1875 | 2-2-0,09375
3 10,00[3-1-0,0625 | 3-2-0,03125
E(Y-Z)=1,5|

Si ricava immediatamente chB(Y) = 1,5 e cheE(Z) = 1. Si verifica
effettivamente quanto previsto dalla (2.11) nel caso diindipendenti.

2.3 \Varianza

Oltre all'aspettativa riveste una notevole importanzd'inédrenza anche la va-
rianza di una v.c.. Sianey,...,e;,...,es i risultati elementari di un esperi-
mento casuale. Sianfr (e1),..., fr(e),..., fr(es) le frequenze relative de-
gli eventi elementari ottenute dopo aver replicato I'espenton volte. Siano
X(e1),...,X (e),...,X (es) i valori che assume la v.cX in corrispondenza
degli eventi elementari.

La varianza riscontrata dai valaki (¢;) nellen prove é fornita da

V . S
sperimentale = 30 X (6 = M) - fr(e)
=1

1=

All'aumentare del numero di prove le frequenze relativentieno” alle probabi-
litd p (e;) e la media aritmetica sperimentalé, (X) tende all’aspettativd’(X).
Sostituendo nella espressione precedenfée lg;) con lep (e;) e laM;(X) con
E(X) si ottiene la varianza della v.&X

Var(X) = o*(X) =) [X (i) = B(X)]” - p(es) - (2.12)
i=1
La (2.12) informa che la varianza della v.X. altro non e che 'aspettativa degli
scarti al quadratfX (e;) — E(X)]?. Sipud allora rappresentare la varianza come
segue
2 2
o2(X) = Var(X) = E {(X ) } : (2.13)

ove si é postqu = F(X).
Se si dispone della distribuzione di probabilita della ¢ la varianza si puo
calcolare anche con la formula

k
Var(X) =Y (x; — p)? - p(x;) - (2.14)

J=1
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Dalla (2.13) si ricava — utilizzando le proprieta del valatgeso (2.6) e (2.7) — il
procedimento indiretto per il calcolo della varianza

E{(X-,N} — E{X®+u2—2uX)}

= E(X*)+E(y*) —2uE(X)
E(X2)+H2—2M2
= E(X?) —p? (2.15)

Saranno molto utili in seguito le seguenti proprieta dedldanza.
) Var(a+bX) =10 Var(X). (2.16)
ii) Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y). (2.17)
Dimostrazioni.

i) SiaY =a+bX, alloraY (e;) = a + bX (e;). Pertanto

Var(Y =a+bX) = 3 {la+bX ()] - [a+bul}*-p(e)
=1

= 2oV () i p(e)
1=1

= B3N ()l p(e)

1=1
= V. Var(X)

La relazione ora trovata vale per qualsiasi valore didib. In particolare:

e perb=0— Var(a+0-X)=Var(a) = 0*- Var(X) = 0;
(la varianza di una v.c. costanié = a € uguale &);

eperb=1—Var(a+1-X)=1%2-Var(X) = Var(X);

s pera=0— E0+b-X)=>0> Var(X).

i) Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y).
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Per comodita siponeZ = X + Y, E(Y) = 5, E(X) = pu. E noto che
E(Z)=E(X+Y)=pu+n. Dalla (2.13) si ottiene

Var(X +Y) = E{[(X+Y)f(u+n)]2}
= 2{(X -+ -0}
G

W)+ B{( =)} +2B{(X =) (v =)}

L'aspettativa del prodotto fra gli scartX — i) ed (Y — n) & denominata
covarianza fraX edY'. In conclusione

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) .

LaCov(X,Y) si puo calcolare con le formule

Cov(X,Y) = Y [X(e)—pl[Y (er) =] -ples)  (218)
=1
k r

= >3 (j—m)(w—n)-plxpy) . (2.19)

j=1t=1

E immediato verificare che

Var(X =Y)=Var(X)+ Var(Y) —2Cov(X,Y) .

Anche per la covarianza vi € un procedimento indiretto

Cov(X,Y) = E{(X —p)(Y —n)}
= E{X-Y-X-n—pY+pn}
= EX-Y)—n-EX)—p EY)+E(-n)
= EX-Y)-n-p—p-n+umn
= E(X-Y)—p-7n. (2.20)
Teorema (Covarianza fra due v.c. indipendenti)Se X edY sono indipen-

denti allora
Cov(X,Y)=0.

Dimostrazione.Per ipotesiX edY sono indipendenti. Consegue dalla (2.11)
cheE(X -Y) = p-n. Sostituendo questa relazione nella (2.20) si ha

Cov(X,Y)=p-n—pn-n=0.
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Conseguentementse X edY sono v.c. indipendenti allora
Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y). (2.21)

La (2.21) si generalizza al casodl.c. indipendenti.
Teorema (Varianza della somma di v.c. indipendenti)Se X1, X, ..., X,
sono fra loro indipendenti allora si pud dimostrare che

Var ( X1+ Xo+ -+ X)) =Var(X1) + Var (X2)+ -+ Var (X.) . (2.22)

Si svolgeranno ora alcuni esercizi sulla varianza.

Esempio 2.3.1Sia S la v.c. somma dei punteggi ottenibili in due lanci di un
dado ben equilibrato. Ricavare la varianzagicon la (2.14).

In precedenza si & determinato il valore dell'aspettakiyd) = 7. In Tabella
1.17 si sono riportati i calcoli necessari per I'applicaalella (2.14).

(5;=7) (5;,=1% p(s5) (5;=17p(s)

5j

2 5 25 1/36 25,36
3 -4 16 2/36 32/36
4 -3 9 3/36 27/36
5 -2 4 4/36 16/36
6 -1 1 5/36 5/36
7 0 0 6,/36 0

8 1 1 5/36 5/36
9 2 4 4/36 16/36
10 3 9 3/36 27/36
11 4 16 2/36 32/36
12 5 25 1/36 25,36

1,00 210/36 = Var(9)

Tabella 1.17:Calcoli necessari per la determinazione della varianzaSdiramite la
(2.14).

Esempio 2.3.2Sia S la v.c. somma dei punteggi ottenibili in due lanci di un
dado ben equilibrato. Ricavare [Ear(S) con la (2.21).

Lav.c. X punteggio che si consegue con il primo lancio e laY.Qunteggio
che si consegue con il secondo lancio sono fra loro indipgthd@ertanto

Var(S)=Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y) .
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Inoltre la v.c.Y ha la stessa distribuzione di probabilita della ¥g.per cui
Var(S)=2-Var(X).

La Tabella 1.18 riporta i calcoli per la determinazione @é&fkr(X). In prece-
denza si era calcolata I'aspettativaXi £(X) = 3, 5.

z;j (x;—3,5) (z;-3,5)° p(z;) (v;-357 p(a;)

1 —2,5 6,25 1/6 6,25/6
2 ~1,5 2,25 1/6 2,25/6
3 0,5 0,25 1/6 0,25/6
4 40,5 0,25 1/6 0,25/6
5  +1,5 2,25 1/6 2,25/6
6 +2,5 6,25 1/6 6,25/6

1,00 17,5/6 = Var(X)

Tabella 1.18Calcoli necessari per la determinazione della varianz&di

SihacosVar(X) = % e quindi

Var(S)=2-Var(X)=2- _ 22

Come € noto per misurare la variabilita di una v.X. si usano gli scarti medi
assoluti. Fra questi il pit impiegato € lo scarto quadratieedio che coincide
con la media quadratica del modulo degli scarti.

Scarto quadratico _ 2
medio Mo {[X — pl} = E(X — p)

= VVar(X).

Lo scarto quadratico medio di una v.c. si indica ediX). Si ricordi cheo(X)
€ espresso nella stessa unita di misurA dmentre la varianza é espressa con il
quadrato dell’'unita di misura dX.

Esempio 2.3.3Si ricavi o(X), essenddS il punteggio ottenuto lanciando due
volte un dado ben equilibrato.

210 L .
—— = 2,4152. Si puo allora affermare che lanciando

Siricavac(X) =
due volte un dado (ben equilibrato) il punteggio complaessivassume valori
mediamente pari & Inoltre gli scarti|.S — x| valgono mediamente (in media

quadratica@, 4152.
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3 Elementi di calcolo combinatorio

Nella specificazione delle leggi di probabilita di alcunéiakili casuali vengono
impiegate le disposizioni, le permutazioni e le combinaizio
3.1 Le disposizioni

Il simbolo (V),, indica le disposizioni diV oggetti (diversi) presh alla volta,

n < N. Le disposizioni sono tutti i gruppi che si possono formarenpendo

degli N oggetti dati. Due gruppi qualsiasi differiscono: per almen elemento
o per I'ordine in cui gli stessi sono disposti. Si mostrera ch

(N)p=N-(N—=1)-----(N=n+1). (3.1)

Dimostrazione.Si considerinoN oggetti diversiay, as,...,ay. Conn = 1 si
possono formare i seguerti gruppi (N); = N disposizioni):

(a1),(az),...,(an) .

Conn = 2 si possono formaréN), = N - (N — 1) gruppi in quanto a cia-
scun gruppo con un oggetto si associa (nella seconda pos)jzimo fra i restanti
(N — 1) oggetti. Conn = 3 si possono formaréN); = N - (N —1)- (N —2)
gruppi in quanto ad ogni gruppo possibile di numerosita dysué associare
(nella terza posizione) uno qualsiasi fra i resténfi— 2) oggetti. Procedendo in
questo modo si riscontra che il numero delle disposiz{dn),, & fornito da:

(N)p=N-(N—1)----(N-n+1).

Esempio 3.1.1Siano (ay, as, as, a4, as, ag) le unitd di una popolazione. For-
mare i campioni di numerosita = 2 nel caso di estrazioni senza riposizione.

Il generico campione viene indicato con la coppia

(aj,a;) con J=12,3,4,56
js i i=1,2,3,4,5,6 (i#£j)

dovea; eda; indicano rispettivamente il primo ed il secondo elementoaés.
Il numero dei campioni possibili &

(6)2=6-5=230.
Si osservi che due campioni differiscono per:

* I'ordine di estrazione(a, as) # (as, a1);
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* la composizione(a, as) # (a1, a4).

Esempio 3.1.2Considerando la popolazione dell’esempio precedentendios
(sempre nel caso di estrazioni senza riposizione) i canpiiarumerositan = 3.

Il numero di campioni possibili &
(6)3 =6-5-4=120.
Il generico campione viene indicato con la tripletta
j=1,2,3,4,5,6
(aj,ai,a;) con 1=1,2,3,4,5,6 (i # j)
t=1,2,3,4,5,6 (t#jit #1)
| seguenti due campioni sono diversi per la posizione dell&u(as, a1, as) #
(a1,a2,a5). | seguenti due campioni sono diversi per la composizione:
(ag,az,a1) # (as,az,a3).
Esempio 3.1.3Si determini il numero delle parole ottenibili utilizzando= 4
delle seguenti lettereA, C, E, I, N, O.
I numero delle parole di quattro lettere coincide ¢6y = 6-5-4-3 = 360

parole. Ecco alcune di queste parol€!ENA), (CINA), (CAIO), (CONI),
(NOCE), (NOCI), (ACNE).

3.2 Le permutazioni

Si considerino le disposizioni
(N)y=N-(N—-1)-----(N—-n+1),

e sipongar = N. Siha

(N)y = N-(N=1)-----(N=N+1)
N-(N=1)-----2-1=N!, (3.2)

Il prodotto N - (N —1)-----2-1 viene indicato corV!. Il fattoriale di N fornisce il
numero delle permutazioni & oggetti diversi. Si osservi che ogni permutazione
comprende tutti gliv oggetti. Pertanto una permutazione differisce dall’altra
solo per la posizione deghV oggetti.

Esempio 3.2.1Si abbia una popolazione caN = 3. Si elenchino i campioni
possibili di numerosita = 3, nel caso di campionamento senza riposizione.

Il numero di campioni possibili &€ dato dalle permutazionitidi oggetti:
31 =3-2-1 = 6. Lalista dei campioni possibili € la seguente:;, as, a3),
(al, as, ag), (ag, ai, ag), (ag, as, al), (ag, ai, ag), (ag, as, al).
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Esempio 3.2.2Elencare le parole che si possono formulare con le lettere:
D, E,U (si osservi che alcune parole potrebbero non avere nesgmifisiato
nella lingua italiana).

La lista delle parole é la sequent¢ DEU), (DUE), (EDU), (EUD),
(UDE), (UED).

3.3 Le combinazioni

()-S5 w=m (3.3)

indica le combinazioni dV oggetti presin alla volta. Due combinazioni differi-
scono per almeno un elemento.

Il simbolo

Esempio 3.3.1Si abbianoN = 5 oggetti (a1, a2, a3, aq,as). Si elenchino le
combinazioni com = 3.

Bisogna, in altre parole, individuare tutte le tripletteeddifferiscono per la
Composizione:{al, as, ag}, {al, ag, a4}, {al, as, a5}, {al, as, a4}, {al, as, a5},

{a1,a4,as5}, {az,a3,a4}, {az,a3,as5}, {az,a4,as5}, {as, a4, as}.
4.
(5)3 _5-4-3 _ 10.
3! 3-2-1

Applicando la (3.3) si h{i) =

Nel caso di estrazioni “in blocco” di unita da una popolazione & uni-
ta, il numero dei campioni possibili &€ fornito dalle comlditai di N
n

oggetti presin alla volta. Con la tecnica delle estrazioni in bloccalanita ven-
gono estratte contemporaneamente, viene cioé a mancedméali estrazione.
Conseguentemente due campioni estratti in blocco possfedrd solo per la
composizione.

Si cerchera di dare ora una giustificazione alla (3.3). Perodita si fa-
ra riferimento allEsempio 3.3.1. Da ogni combinazionép(atta non ordina-
ta) e possibile ricavar8! triplette ordinate (queste triplette differiscono fra lo-
ro solo per l'ordine di presentazione). In particolare aatipletta non ordina-
ta {a1,a2,a3} si ottengono le seguendil = 6 triplette ordinate: (a1, as,as),
(al,ag,ag), (ag,al,ag), (ag,ag,al), (ag,al,ag), (ag,ag,al). Consegue che il
numero delle triplette ordinate ottenibili dallé) = 10 triplette non ordinate

sono pari a
5
-3!'=10-6 =60 .
(5
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In generale il prodotto

()
X n! ,
n ~~

~—~ Permutazioni
Combinazioni (differiscono
(differiscono per
per almeno

I'ordinamento)
un elemento)

fornisce il numero dei gruppi di oggetti ottenibili da/V oggetti diversi. Questi
gruppi differiscono per la loro composizione o per il loraiommento. || numero
di questi gruppi coincide con le disposizioni & oggetti (diversi) presh alla
volta. In definitiva(V),, = <N> -n!l. Dacui si ricava(N> = (N)".

n n

n!

Esempio 3.3.2Si abbia una popolazione coN = 4 unita statistiche
(a1, a2,as,a4). Sielenchino i campioni senza riposizione e quelli in btooel
cason = 2.

Campioni in blocco| Campioni senza riposiziong
{a1, a2} (a1,a2); (az,a1)
{a1,a3} (a1,a3); (a3, a1)
{a1,a4} (a1,a4); (aq,a1)

{az, a3} (a2, a3); (a3, az)
{az, a4} (a2, a4); (a4, az)
{a3, a4} (a3,a4); (a4,a3)

(:) -6 (4)y =12

Si consideri la (3.3) che fornisce il numero delle combinakdi N oggetti presi
n alla volta:

(N> (N)y N-(N—1)----- (N—n+1)

TR . a1 (33)

e si moltiplichi numeratore e denominatore per

(N—-n)!'=(N—-n)-(N=n—-1)----- 2-1.
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Si ottiene
N\ N (N—1)-..-. (N—n+1) (N—n) - (N—-n—1)---- 2.1
(n) - n-(n—1)--- 2-1 "(N=n)- (N—n—1)----- 2-1
N!
= (3.4)

E immediato verificare che il numero delle combinazioniMioggetti presin
alla volta & uguale al numero delle combinazioniNdbggetti presi N — n) alla

volta. In formula N N
()-(")

Questo risultato e del tutto plausibile ove si pensi che anl ogmbinazione di
oggetti & possibile associare una combinazior(éVdi-n) oggetti che si compone
di tutti gli (N — n) oggetti non compresi nella prima combinazione.

Esempio 3.3.3Si abbia una popolazione coV = 6 unita statistiche
(a1, az2,as,a4,as5,a¢). Si elenchino i campioni in blocco di numerosia= 2
edn = 4.

Il numero dei campioni possibili coincide (Tabella 1.19)guanto ad ogni
campione di due unita corrisponde (e viceversa) un campulbgeattro unita:

|
6 _ 6! _ 720 15
2 2141 2.24

6 6!
= —15.
(4) IR
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Campioni Campioni

in blocco in blocco

conn =2 conn =4

{a1,a2} {a3, a4, a5, a6}
{ai,a3} {ag,a4,as5,a6}
{a1,a4} {az,a3,a5,a6}
{a1,a5} {az,a3,a4, a6}
{a1,a6} {az,a3,a4,a5}
{(12,(1:5} {(1/1,(14-,(157%}
{a2,a4} {a1,a3,a5,a6}
{az,as} {a1, a2, a3, a6}
{a2,as} {a1,a3,a4, a5}
{a3, a4} {a1,az,as,a6}
{az,as} {a1,a2,a4, a6}
{as,as} {a1,a2,a4,a5}
{(14,(15} {(1/1,(12-,(137%}
{a4, a6} {a1,az,a3,a5}
{as, a6} {a1,a2,a3,a4}

Tabella 1.19Elenco dei campioni in blocco di numerosiia= 2 edn = 4.

Conviene fare cenno, ora, a due convenzioni. Il sim oj\é indica il nu-

mero di combinazioni diV oggetti presiV alla volta. Vi & una sola combinazio-
ne di questo tipo ed & quella che comprende tuttiNgloggetti. In altre parole

<x) = 1. Applicando la (3.4) pen = N si ottiene

N\ N! 1
N) NY{N-N) o

N . . .
Ma essend N 1 bisogna porred! = 1 per convenzione. Anche se il
simbolo 0 e privo di significato 0 indica le combinazioni diV oggetti
. : : . N .
presi0 alla volta), si conviene di porr o) = 1 in modo da preservare la

. N N . .
relazione (3.5)( ) = (N > anche pen = N. In effetti pern = N si ha
n —n

) ()- ()
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. . N
In conclusione, sembra del tutto ragionevole poéle= 1; 0 =1.

4 Variabili casuali piu comuni

In questa sezione si presenteranno alcune variabili dasbealtrovano vasto
impiego.
4.1 Variabile casuale indicatore

La variabile casuale indicatoleassume solo i valofi ed 1, rispettivamente con
probabilita(1 — p) ep, con0 < p < 1:

Valori Probabilita

I = { ! L-p (4.1)
1 D

1,00

E immediato valutare I'aspettativa e la varianza dellaalsile casuale indicatore.

EUI) = 0-(1=-p)+1-p=p, (4.2)
Var(I) = (0—p)* - (1—p)+(1-p) p=p*-(1—p)+(1-p)?p
= p-(1=p)-p+A-pl=p-1-p). (4.3)

La v.c. indicatore & spesso associata al verificarsi 0 mena dvento A in una
prova. In particolare: se si verifica A la v.£.assume valoré, se non si verifica

A (si verificaA) la v.c. I assume valoré. Siap = P(A) e(1 —p) = P(A). In
conclusione

; _ JO con probabilita (1 —p) = P(A)
~ |1 con probabilita p= P(A).

La variabile casuale indicatore € anche detta variabilatatore” in quanto tra-
mite essa é possibile rappresentare il numero di volte isiagrifica I'evento A
in n prove ripetute.

Esempio 4.1.1Si lanci una moneta equilibrata= 3 volte. SiaX lav.c. numero
di teste ottenibili nelle tre prove. La v.&X pud assumere i valor = 0,1, 2, 3.

E possibile rappresentare la v.X.come somma di tre v.c. indicatotdj, I5, Is.
L'indicatore I; fa riferimento al primo lancio. Se nel primo lancio si ha &est
I; = 1, se nel primo lancio si ha crodg = 0. Dato che la moneta & equilibrata
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P(I; =1)= P(I; =0) =0,5. Ladistribuzione di; risulta

- 0 con probabilita 0,5
" 7 11 con probabilita 0,5.

L'indicatore I fa riferimento al secondo lancio ed assume i valbed 1 a se-
conda che nel secondo lancio si ottenga croce o testa. Libdigbne dils
risulta

I - 0 con probabilita 0,5
> 7 )11 con probabilita 0,5 .

Analogamentd; fa riferimento al terzo lancio ed assume valOred 1 a seconda
che nel terzo lancio si ottenga croce o testa. La distrimeziti /5 risulta

I — 0 con probabilita 0,5
> 7 Y1 con probabilita 0,5 .

E cosi evidente che il valore che assuleoincide con il numero degli indicatori
pari ad1, di modo che sommando i tre indicatori si ottiene il valoreXdi In
formula

X=L+1I+1I3. (4.4)

Ad esempio se nei tre lanci si ha la sequenza TCT, allora 2. | tre indicatori
assumono ivaloril; = 1, I, = 0 edI3 = 1. Si constata cosi che effettivamente
X =1, + I, + I3 = 2. Siosservi infine che i tre indicatori sono v.c. indipendent
aventi la stessa distribuzione. Conseguentemente, datotiehindicatori hanno

la distribuzione
0 0,5
I, = ’ =1,2,3),
J {1 0.5 (7 )

si ha in forza della (4.2) e (4.3)

E(I;)=0,5
) =0, (j=1,2,3).
Var(I;) =0,5-0,5=0,25

Infine dalla (2.8) si ottiene

E(X) = E(h+L+13)=E(L)+E(I)+ E(I3)
— 0,5+0,5405=3-05=1,5.
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Inoltre, tenuto conto che i tre indicatori sono v.c. indigenti, si pud impiegare
la (2.22) ricavando cosi

Var(X) = Var(I1 + Lo+ I3) = Var (1) + Var (I3) + Var (I3)
= 0,256+0,2540,25=3-0,25=0,75.

Siosservi che si € riusciti — con l'ausilio degli indicatera valutare I'aspettativa
e la varianza diX senza conoscere la legge di probabilitakdi

Si osservi, infine, che la procedura impiegata in questo p&esipud gene-
ralizzare agevolmente. Sia A un evento che ha probabilitaP (A) di verificarsi
in una prova. Si supponga di effettuasgorove in condizioni di indipendenza.
SiaX il numero di volte in cui si presenta A nelteprove. Sial; I'indicatore as-
sociato allaj-ma prova { = 1,2, ...,n) che assume valoreo valore0 se nella
j-ma prova si ha rispettivamente I'evento A o I'evento “non(A). Ovviamente
X=IL+---+1;---+I,. Siricava cosi che

EX)=n-p; Var(X)=n-p-q,

doveq =1 —p.

4.2 \Variabile casuale binomiale

Prima di studiare la v.c. binomiale conviene presentareilagpo del binomio
di Newton. Come € noto:

. 2 2 2
) (a+b)? = a®+2ab+0b* = (0> a®v* 0 + (1>a1b21 + <2> a’b?> 2.

i) (a+b)?® = a®+3ab®+3a*b+1°

— (3) aObeO + (i’) alefl + <2> a2b3*2 + <§> a3b3*3 )

In generale vale la seguente regola che si da senza dinoseaz

(CL-I—b)n — (TL) aObn70+ (n) albn71+_ Ct (n> a:vbnfx_'__ Ct (n) atprn ’
0 1 x n

(4.5)

essenda un numero intero positivo. Il smbolé > presente nella (4.5) indica
T

le combinazioni din elementi presic alla volta. Proprio perch € presente
X

nello sviluppo del binomio di Newton lo stesso & denominaitche “coefficiente
binomiale”.
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E possibile ora definire la v.c. binomiale di parametré p, essendo: un
numero intero & < p < 1.
Definizione (Variabile casuale binomiale) La variabile casuale binomiale

X éunav.c. che assume ivalari= 0,1, ...,n con probabilita
P(X =x)=px) = (n>px(1 —p)" 7, x=0,1,...,n. (4.6)
X

Per poter accettare la (4.6) come legge di probabilitd divargbile casuale
bisogna dimostrare che:

i) p(x) = <Z)pm(1 —p)""*>0 perogniz=0,1,...,n;

i) Z:% (Z)pm L

La verifica della prima condizione é immediata. Per quanteme la seconda
condizione si consideri lo sviluppo del binomio

p+(1-p]" = (g)po(l =p)" 0+ (Z)pm(l -p)" "+
+oo <Z>p"(1 —p) 4.7)

Il generico termine della sommatorja |p*(1—p)" * coincide con la (4.6). La
T

(4.7) & chiaramente uguale &éh quantojp+(1—p)]” = 1" = 1. In conclusione
la (4.6) e la legge di probabilita di una variabile casuale per ovvi motivi &
denominata variabile casuale binomiale.

Chiarito che la formula
n X n—r
) = (1)) (4.6)

fornisce la legge di probabilita di una v.c. si cerchera arprdcisare in quali
contesti & applicabile la variabile casuale binomiale. olitesto € quello delle
prove ripetuten volte “sotto le stesse” condizioni in modo che:

i) la probabilitap = P(A) di un evento A resti costante nekeprove;

i) len prove siano indipendenti.



ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA 69

Si dimostrera allora che la v.cX, che indica il numero delle volte che A si
presenta nelle prove, ha legge di probabilita fornita proprio da

p(z) = (Z)pm —p)", z=0,1,...,n. (4.6)

Dimostrazione.Per individuare i possibili risultati elementari consdgliinelle

n prove basta elencare tutte le sequenze di A ehe possono verificarsi nel-
le n prove. Il loro numero é pari @" (si veda I'Esempio 2.0.5 della Sezione
2: cinque lanci di una moneta equilibrata). Si consideri snecessione con
X = z. Significa che vi sona prove con A edn — x) prove conA. Per chiarire

il concetto si supponga = 5 e z = 2. Una possibile successione di questo tipo
&: A AA AA. Deriva, per l'indipendenza fra le prove, che

P(AAAAA) = P(A)-P(A)-P P(A)-P
= {P(A)}-{P(A } —p2 (1- p)“
Si osservi che? - (1 — p)>~2 & il valore della probabilita di ogni successione

conxz = 2. Per calcolare la probabilita ch€ = 2 bisogna allora sommare la
probabilita di tutte le successioni con due A eArdn formula

Numero delle
P(X =2)= successioni e (L—p)° 2.
con due A e tréA

Il numero delle successioni can= 2 é dato dal numero delle coppie di prove con
A ottenibili da cinque prove. Le coppie di prove con A soritf, 2%); (1¢,3%);
(1%,4%); (1%,5%); (24,3%); (2%,4%); (24,5%); (3%,4%); (3%,5%); (4%,5%). Si

. e -
hanno10 coppie che non sono altro che le combinazi i) = 10 di cinque

elementi (le prove) presi due alla volta (le due prove conPErtanto

P(X =2)= <;> (12

Il ragionamento si pud ovviamente ripetere per un qualsasire din e diz. In
definitiva la probabilita ché& assuma valore nellen prove & pari a

p(z) = <n)pm(1 -p)" 7, x=0,1,...,n.
X

Esempio 4.2.1Siap = 0, 6 la probabilitd che un farmaco sia efficace. Il farma-

co viene somministrato a = 5 pazienti omogenei. SiX il numero di pazienti

che guariscono. Ricavare la distribuzione di probabiliglld v.c. X .
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Per poter rispondere al quesito bisogna controllare seiénexple ritenere
chep = 0,6 per ogni paziente e se € ragionevole che vi sia indipendeekza n
processo di guarigione fra i cinque pazienti.

i) Sipuo ritenere che sia costante perché i pazienti sono omogenei.

i) Si pud supporre che i pazienti siano fisicamente separatoitionda evitare
vicendevoli influenze.

Conseguentemente per calcolare le probabilita della ¥.csi pud applicare la
formula

5
p(x):( >0’6x0’45x’ x:0’1’2’3’4)5,6

X
In particolare:

p(0) = (g)-0,60-0,45:1-1-0,01024 =0,01024 ;
p(l) = G)-0,61-0,44:5-0,6-0,0256 = 10,0768 ;
p(2) = (;)-0,62-0,43:10-0,36-0,064:0,2304;
p(3) = (g)-0,63-0,42:10-0,216-0,16:0,3456;
p(4) = (i)-0,64-0,41:5-0,1296-0,4 =0,2592 ;
p(5) = (2)~0,65~0,40:1-0,07776~1 =0,07776.

1,00000

Esempio 4.2.2Si lanci una moneta ben equilibrata = 5 volte. Si ricavi la

legge di probabilitd diX che conta il numero di teste ottenute negh= 5 lanci.
La probabilita di ottenere T in una provapé= 0,5. | lanci sono fra loro

indipendenti per cuX & una v.c. binomiale con =5 ep = 0,5. Pertanto

5
p(z) = ()-0,5“”-0,55—90
X

5 5
— ( )-0,55: < >-0,03125.
X X
Si ha cosi:

p(0) =1-0,03125 =0,03125; p(1)=5-0,03125 = 0,15625 ;
p(2) =10-0,03125 = 0,3125; p(3) =10-0,03125 =0,3125;
p(4) =5-0,03125 = 0,15625; p(5) =1-0,03125 = 0,03125 .
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Si ricaveranno ora l'aspettativa e la varianza della v.gotniale.
L'aspettativa della v.c. binomiale é fornita da

E(X) = ;n%x p(x) = ;n%x : (Z)px(l -p)" "

Lo svolgimento di questo calcolo presenta qualche diféicolf possibile, ricor-
rendo alla tecnica degli indicatori, ricavare agevolmehtalore di E(X) e di
Var(X) di una binomiale.

Sial; la v.c. indicatore che assume valdree nellaj-ma prova si verifica
I'evento A e valore) se nellaj-ma prova si verifica I'eventd. La v.c. X si pud
rappresentare come somma degindicatori/; (j = 1,2,...,n)

X:11+"'+Ij+"'+1n-
Gli indicatori hanno stessa distribuzione

I = 1 con probabilita p = P(A)
7 10 con probabilita (1—p)=P(A).

Sisachel (I;) = p; Var (I;) = p-q,cong =1 — p. Pertanto
EX)=EWL)+---+E;)+---+E(,) =np (4.8)
Dato che gli indicatori sono indipendenti si ha
Var(X)=Var (i) +---+Var(l;)+-- -+ Var(l,) =npg (4.9)

Si fa notare che la (4.8) e la (4.9) erano state gia ricavatdPamgrafo 4.1
(variabile casuale indicatore).

Esempio 4.2.3RicavareE(X) e Var(X) nel caso deglin = 5 pazienti a cui €
stato somministrato un farmac& é la v.c. numero di pazienti che guariscono.
Essend@ = 0,6 si ha

EX)=n-p=5-0,6=3.
Cio significa che degli = 5 pazienti ne guariscono in media
Var(X) = n-p-(1-p)=5-0,6-0,4=1,2.

o(X) = /1,2 = 1,0954. Questo valore informa che il numero dei guariti
differisce da3 per un valore che mediamente & pati, 8954.



72 ELEMENTI DI INFERENZA STATISTICA

4.3 Variabile casuale ipergeometrica

Prima di studiare la v.c. ipergeometrica conviene preserfs&®nza dimostrazio-
ne) una importante relazione fra coefficienti binomiali.

O G OGO G065 - )
. + . +. . +. . — .
0 n—20 1 n—1 T n—ax n n—n n
(4.10)
Esempio 4.3.1SiaN = 9; r = 4; n = 3. Verificare numericamente la (4.10).
Ny 9 _9-8-7-6-5-4-3-2-1-_84
n) 3.6/ 3.2.1-6-5-4-3-2-1 '

Nell'esempio che si sta considerando
r\ (N—=r\_ (4 ([ 5
x n—z) \z 32/
Pertanto
A\ 5\ /AN /5N /4N /5\ /4 /5
<0> <3> * (1) (2) + <2> <1) + (3) <0> = 1-10+4-10+6-5+4-1

= &4

Definizione (Variabile casuale ipergeometrica)La v.c. ipergeometric&’
di parametrin < N; r < N (n, r, ed N sono interi positivi) assume i valori
z=0,1,2,...,n con probabilita

() (=)
a N”_x L 2=0,1,2,....n. (4.11)
n
Per poter accettare la (4.11) come legge di probabilita aivamiabile casuale
bisogna dimostrare che

() ()
) L Nn_x > 0 per ogniz = 0,1,...,n;

n

p(z) =
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ce) G
=)

La prima condizione & immediatamente verificata perx{%:) > 0, <T> >0
n X

. N — - . .
per ogniz = 0,1,2,...,n. InoItre( T) > 0. Il coefficiente binomiale

Z = 0 seb > a. La seconda condizione € immediata conseguenza della
(4.10). Infatti

NOH v A
> 0 > ()G

5T

Chiarito che la formula (4.11) fornisce la legge di probigditi una variabile

casuale si precisa ora che il contesto nel quale & impieghkbil.c. ipergeome-
trica € quello delle estrazioni in blocco o delle estrazi@ma alla volta) senza
riposizioni nel caso in cui I'ordine di estrazione non slavante.

(Estrazioni in blocco)

Si ha una popolazione dV unita (palline per comodita espositiva) di eui
rosse ed N — r) bianche. Si estraggono in bloceopalline. Per semplicita si
supponen < r. ConX siindica la v.c. numero di palline rosse presenti nel
campione. | valori che pud assumeXesono:z =0,1,2,...,n.

Il numero di campioni possibili nel caso del campionamentblocco € dato
dalle combinazioni delléV palline prese: alla volta:

Numero dei campioni possibili (N)

con estrazioni in blocco n

Supponendo che i campioni siano “alla pari”, per quanto eomela possibilita di
estrazione si puo attribuire a ciascuno di essi la stessmpilda 1/(]:5). In altre
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parole si pud impiegare un modello probabilistico unifoymeeil campionamento
in blocco. Consegue che

Numero dei
campioni conx
PIX = 1] = N° Campioni favorevoli: palline rosse
N° Campioni possibili (N>
n

Ecco come conteggiare il numero dei campioni egualline rosse. In ogni cam-
pione “favorevole” devono esservi palline rosse edn — x) palline bianche.
Le z palline rosse devono provenire daligalline rosse della popolazione. Si

possono aver " gruppi diz palline rosse. Lén —x) palline bianche del cam-
X
pione provengono dalleN — r) palline bianche della popolazione. Si possono
. N—r - . .
cosi avere<n B x) gruppi di(n — r) palline bianche.
Associando ogni gruppo di palline rosse con ogni gruppo @i — x) pal-
line bianche si ottengon{l) . (

r . . . . .
> campioni conn palline di cuiz so-

T . . [T N-—r
no rosse. In definitiva il numero dei campioni favorevoli e | - .
X n—x
Conseguentemente

(£)-(2=0)
PX =a] = p(z) = 24 N7 (4.11)
N
()
Esempio 4.3.2Si ha una popolazione caN = 11 palline di cuir = 6 rosse &
bianche. Si estraggono in bloceo= 5 palline. Elencare il numero dei campioni

conz = 2 palline rosse.
Il numero dei campioni com = 2 palline rosse ¢ dato da

6\ (5 6 5 720 120
_ . = 22 =15-10 = 150 .
(2)(3) 2041 31.21 2.24 6.2

Siindichino con(ry, 7y, 73, 74,75, 76) le sei palline rosse e cdiy, by, bs, by, bs)
le cinque palline bianche. In Tabella 1.20 si riportanoaneblonna madre 15
gruppi di due palline rosse e nella riga madi® igruppi con3 palline bianche.
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by by b3
by b3 by
bs bs bs

Tabella 1.20: Gruppi di due palline rosse (colonna madre) e gruppi di trdlipa
bianche (riga madre).

Ciascuna casella rappresenta un campione con due palise nodicate nella
colonna madre e tre palline bianche indicate nella riga madrnumero delle

6 5
caselle € . =15-10 = 150.

Esempio 4.3.3Relativamente al campionamento del’Esempio 4.3.2 cafeol
la probabilita di ottenerer = 2 palline rosse.
Si puo applicare la (4.11). Si ha cosi

() ()

2 3 150 150 150

p(2) = = {1 = IL10987654321 — g — 0324675
1 1 54-32.1.6-54-321 462
5 516!

Esempio 4.3.4Un lotto di dieci articoli ne contiene due difettosi. Si sopga di
estrarre in bloccan = 4. Ricavare la probabilita che il numero dei pezzi difettosi
X presenti nel campione sia: ugualeauguale al; uguale a2; uguale a3.

Il numero X di pezzi difettosi presenti nel campione segue la leggeyguer
metrica conN = 10, r = 2 edn = 4 (si noti che in questo esempio> r). Per
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ricavare le probabilita richieste si provera ad impiegarét11). Pertanto

4
2\ (8
PIX =1 = (1214053) _ 221‘:’)6 0,533
2\ /8
P[X=2] = <2>1'0(2> = 12'1?)8 —0,133.
(7)

P[X = 3] = 0in quantoX non puo essere superiore adovvero, se Vi so-
nor = 2 pezzi difettosi nel lotto non & possibile, con il tipo di caomamento
considerato, trovarng = 3 nel campione. L'event¢X = 3) & un evento im-
possibile. Si provi, ad ogni modo, ad impiegare la (4.11)hangerz = 3. Si

ha
(2> <8>
3 1 0-8
P X = = = = .
[ 3] 10 210 0
4
In precedenza si era precisato chehse « allora b = 0. Il simbolo
a

indicando il numero delle combinazioni di due oggetti presialla volta non
puod che essere uguale a zero.

L'Esempio 4.3.4 ha mostrato che i valori che pud assundéreel caso della
v.C. ipergeometrica non necessariamente sono tutti iivaler0,1,2,...,n. In
effetti, nel definire una v.c. ipergeometrica, si pongorio Eocondizioni:r < N
edn < N. Sidimostra allora che i valori ch¥ puo assumere sono i seguenti

max(0;n+7r—N) <z <min(r;n) .

Si calcolino i limiti di 2 per
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) N=8n=4,r=25;
i) N=10,r =4,n =25;

Nel casa) si ha:max(0;9 — 8) < z < min (5, 4) — (1 <z <4).
Nel casaii) si ha:max(0;9 — 10) <z < min(4;5) — (0 < x <4).

(Estrazioni senza riposizione)

Come si € gia accennato in precedenza, alla distribuzicergépmetrica é
possibile pervenire anche per altra via. Si abbia una pajora costituita da
N palline di cuir rosse eN — r bianche. Si estraggono una dietro I'altia
palline senza riposizione. Siindichi canil numero di palline rosse presenti nel
campione.

Come é stato ben evidenziato in 3.1 il numero dei campiorsipiis nel caso
delle estrazioni senza riposizione, é fornito dalle digposi (NV),, di N oggetti
presin alla volta.

Siricordi che nel caso delle disposizioni due campioni poedifferire per
la composizione o anche solo per I'ordine di presentaziboampioni in blocco

differiscono per la composizione e sono pari alle combimaiz n di N

oggetti presin alla volta. Da ogni campione in blocco si possono formalre
campioni che differiscono per I'ordine di presentazionengegue che i campioni
possibili nel caso delle estrazioni senza riposizione sén% ) n! = (N),.
Sempre nel caso del campionamento in blocco il numero depicarincon x

. . . T N—r
palline rosse & fornito d .

x n—=x
Consegue che, nel caso del campionamento senza riposikimmaero dei
. . . . T N—r

campioni conz palline rosse e fornito d . n nl.

In conclusione, nel caso del campionamento senza riposizla probabilita
di ottenerex palline rosse e data da

r N —r !

Numero di campioni favorevoli  \ = n—ux '
Numero di campioni possibili < N > |
n.

() n
()

PX =z] =
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Siriottiene la stessa formula (4.11) ottenuta con il cam@inento in blocco.

Si pud dimostrare che I'aspettativa e la varianza della vpergeometrica di
parametrin, r € N sono pari a

()2

E(X) = Zx < ~ > = n%; (4.12)
=0

n

=)

Esempio 4.3.5(Confronto fra I'aspettativa e la varianza delle v.c. biniale ed
ipergeometrica)
Una popolazione é costituita dd palline di cuir rosse eN — r bianche.

vm@ngj@_nr)2<;><7wzz> r<1_L>N_n

"N N/ N=-1

(4.13)

a) Siestraggono con riposizionepalline.
SiaX il numero di palline rosse del campione. Si ha uno schemaodiepr
ripetute in cui la probabilita dell'evento A (pallina rossauna estrazione)
€ costantemente ugualej%\ = p (questo valore indica anche la frequenza

relativa delle palline rosse nella popolazione). Inolttata la riposizio-
ne, le prove sono fra loro indipendenti. Conseguentemédatkegge di
probabilita diX e

X

p(z) = ( " >p“”(1 -p)" " (4.14)

In precedenza é stato dimostrato che per la v.c. binomiale

.
E(X)=np=n—:
(X)=np N

Var(X) =np(l —p) = n% <1 - %) .

b) Siestraggono senza riposiziongalline.



ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA 79

Sia X il numero di palline rosse del campione. Ora la legge di pooite
di X e quella di una v.c. ipergeometrica di parametri, N. Pertanto

()=) ot

p(z) = N
()
Inoltre
E(X) = n% (4.16)
Var(X) = n% <1 - %) ]]\\[T:ZL (4.17)

In conclusione i due schemi di estrazioni portano a due wentamedie uguali
e varianze differenti.

La varianza diX che si ottiene nel cado di estrazioni senza riposizione é

minore di quella della v.c. che si ha in caso di estrazionirquusizione in quanto
N—n

N -1
N-—-n . , . . : .
Il rapporto ~ Tll e detto fattore di correzione (rispetto alla binomiale).

< 1 (tranne il caso banale = 1).

Esempio 4.3.6Si abbia un lotto conV = 12 pezzi di cuir = 4 difettosi. Si
estraggonan = 3 pezzi. SiaX il numero di pezzi difettosi del campione. Calco-
lare la distribuzione di probabilita diX e+ I'aspettativa e la varianza dX sia
nel caso di estrazioni con riposizione che nel caso di egirasenza riposizione.
(Estrazioni senza riposizione)

()GE) G)GE)

p(z) = = (z=0,1,2,3)

12 220
3

TOGIEGN] =
T 3—x T 3—x

0 1 56 56 0,254515

1 4 28 112 0,509®0

2 6 8 48 0,218B1

3 4 1 4 0,01818

220 1,000
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BE(X)=n—=3—=1
(X)=ng =335
T ry\ 12—-3
X) = —(——) — 0.545454.
Var(X) N ~) 31 0.54545

(Estrazioni con riposizione)

o= (VA (-8 e

T ( i > (0,333)% | (0,666)>~% | p(x)
0] 1 |1,000 |0,296296 | 0,296296
1] 3 |0333 |044444 | 0,44444
2| 3 |0,11111 | 0,6666 0,22222
3| 1 |0,03703 | 1,000 0,03703
1,000
r 4
E(X)=nt =3— =1
(X) =ny =373
T T
Var(X) =n— <1 - —) — 0.6666

Si osservi che i valori estremi della v.& (x=0 e x=3) hanno piu probabilita
nella distribuzione binomiale che nella distribuzioneri@mmetrica.

. I . . . N—n . —
Si osservi, infine, che il fattore di corre2|on]%—1 era gia stato impie-

gato nella introduzione dove si & confrontata la distriboei delle medie cam-
pionarie nel caso delle estrazioni con riposizione conggitiuzione delle medie
campionarie nel caso delle estrazioni senza riposizione.

4.4 \Variabile casuale normale

Nella trattazione sinora fatta sulle variabili casuali ssupposto che le stesse
potessero assumere solo un numero limitato di valori. &sistuttavia molti
esperimenti casuali che danno luogo a variabili che posaesomere, ipotetica-
mente, tutti gli infiniti valori compresi in un intervallo.i $ensi alla durata delle
gomme per le automobili, alla durata delle lampade, al dieorgelle sferette
prodotte in serie da una macchina, ecc..

Si puo allora convenire di rappresentare i risultati di aieesperimenti ca-
suali con una variabile continud. Si ipotizzi di aver replicato. = 70 volte
uno di tali esperimenti. | 70 valori della variabifé sono compendiati nella di-
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stribuzione di frequenze che segue, ove, per comodita, rjoomate le frequenze
relative e le frequenze relative specifiche.

X frequenze| frequenze| Ampiezza| Frequenze
relative classi relative

specifiche
2-4 3 0,043 2 0,0215
4-6 7 0,100 2 0,0500
6-8 15 0,214 2 0,1070
8-10 20 0,286 2 0,1430
10-12 14 0,200 2 0,1000
12-14 6 0,086 2 0,0430
14-16 5 0,071 2 0,0360

Tot 70 1,000

Si ricordi che la frequenza relativa specificér§) di una classe é fornita dal
rapporto fra la frequenza relativa e 'ampiezza della eass

frequenza relativa

: (4.18)
ampiezza

frs=

La rappresentazione grafica della distribuzione delleueege relative si effettua
riportando in ascissa le classi ed in ordinata le frequeelzdive specifiche delle
classi stesse. Si ottengono cosi tanti rettangoli quamte Eoclassi. L'area di
ogni rettangolo é uguale alla frequenza relativa dellaselas

In effetti, dalla (4.18) si ricava:

frequenza relativa= ampiezzax frs;

guest’ultimo prodotto coincide proprio con I'area del aetjolo.
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Figura 1.3:Rappresentazione grafica delle frequenze relative.

Nel passare da un rettangolino a quello successivoffa(x) sperimenta
variazioni (salti) di notevole entita. Cio dipende dal datthe con soler0 re-
plicazioni dell’esperimento si sono dovute fare pochesilasn ampiezza pari
a2. Se si facessern = 500 replicazioni dell’esperimento allora si potrebbero
fare piu raggruppamenti con classi di minor ampiezza. Senetsbero, allora,
variazioni piu limitate nel passare da un rettangolino dlgeeiccessivo.

Per descrivere I'andamento delle frequenze relative fipleeisi sostituisce
I'andamento reale (a scalini) con una curva contipua f(x) denominata curva
delle frequenze relative specifiche.

La curvay = f(x), che rappresenta le frequenze relative specifiche deve
essere tale che:

i) f(z) > 0 per quei valorix in cui si manifesta la variabilé;

ii) I'area sottesa alla curva deve essere uguale alla soneta flequenze
relative, cioé deve essere uguale a 1.

Disponendo di una curva delle frequenze relative specifichessibile ottenere
la frequenza relativa che fa riferimento all’intervalle, b) valutando I'area della
curva compresa fra e b (area tratteggiata della curva precedente).

Le curve piu frequentemente impiegate per descrivere talligioni dei ca-
ratteri continui sono la curva di Pareto, la curva log-ndenm&la curva norma-
le. Le equazioni delle ordinate di queste curve si trovanmaiti manuali di
statistica [Zenga (1998), Zenga (2007), Frosini, Magaignol

Bisogna rappresentare ora la variabile casuale continluzontesto probabi-
listico delle variabili casuali. Si hanno cosi le varialoidisuali continue. Queste
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variabili casuali sono caratterizzate da una funzigne f(x), detta funzione
di densitadi probabilita che rappresenta nel modello probabilisticérequenze
relative specifiche.

La funzione di densita di probabilita deve soddisfare lessegoroprieta della
curva delle frequenze relative specifiche. In altre parole:

i) f(z) > 0 perognia < = < b, a eb sono gli estremi entro i quali si
manifesta la variabile casuale;

b
i) / f(x)dx = 1 (coincide con I'area sottesa alla curva).
a

In particolare la probabilita cumulata della variabilewas X é fornita dall'in-
tegrale

P[ng]:/mf(t)dt (a<z<b)

e coincide con I'area sottesaf#) (funzione di densita di probabilitd) perche
va dac az.

f®

>

b

0 a

Figura 1.4: Rappresentazione grafica della funzione di densita di poilkia e della
probabilita cumulata.

La variabile casuale piu impiegata nell'inferenza statise la variabile casuale
normale.
La funzione di densita di probabilita della v.c. normale #énfia da

2
f(x)za\}%exp{—% (x;u) } ,—oo < x < +oo, (4.19)
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essendo i parametyi e o2 rispettivamente I'aspettativa e la varianza della v.c.
normale.

Come ¢ noto la curva normale & simmetrica intorne @d ha un caratteri-
stico andamento campanulare. Per valutare le probaligiteandanti questa di-
stribuzione & molto utile far riferimento alla funzione culiata delle probabilita
o funzione di ripartizione?’(x) = P[X < z] che é data dall’area a sinistradi
della curva di densitg(x). Ad esempio, si ricava immediatamente che

Plzy < X < x| = F(x2) — F(x1).

Sfortunatamente 1&(x) non é esprimibile con una funzione matematica sempli-
ce.

T
x)
/7

v

Figura 1.5:Grafico della curva normale.

E’ stata cosi tabulata la funziorf&(x) per un cospicuo numero di valariper il
caso particolarg, = 0 e o2 = 1.

In effetti si riescono a valutare i valofi'(z) di una qualsiasi variabile casuale
normale, Coo < p < +00; 02 > 0), ricorrendo alla tabulazione della variabile
casuale normale cop= 0 eo? = 1.

La variabile casuale normale con= 0 e 0> = 1 & denominata variabile casuale
normale standard ed é solitamente indicata Zoba funzione di densita dr é
fornita da

f(z):ﬁexp{—% <ZIO>2}:%eXp{—%ZQ}. (4.20)
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Si osservi che la v.c. normale standard € simmetrica intalloazero.

In seguito saranno utili le seguenti proprieta.
Proprieta 1 (Questa proprieta viene data senza dimaostrazione)

Sia X una v.c. normale. Si& = a + bX. Allora anche la v.c.Y € una
variabile casuale normale cd(Y) = a + bE(X) e Var(Y) = b*Var(X).

Proprieta 2

Sia X una v.c. con aspettativa e varianzas?. SiaZ =

=
Q=

1
—X. Allora
g

1
E(Z):—§+—E(X):—§+§:o

Var(Z) = (1>2var(x) 1

g

Sinoti cheZ ¢ una trasformazione lineare #i.
Tutte le v.c con aspettativa 0 e varianza 1 sono denominatestandard.
Questa proprieta vale per qualsiasi v.c. € non solo per langrenale.

Corollario Sia X una v.c. normale cof’(X) = u e Var(X) = o2. Allora, la

X — 1_
2TR__H + —X e unav.c. normale standard.
g g g

V.C. Z =

Dimostrazione.Per la proprieta 1 la v.cZ & una v.c. normale in quantd &

. . 1 s
una trasformazione lineare d cona = —~ eb = ~. Inoltre dalla proprieta

(2 (o2
. N . X—u .
2 deriva cheZ é una v.c. standard. In conclusione la v£.= H € una

(o
v.c. normale standard di cui & disponibile la tabulaziontadanzione cumulata
delle probabilita.

Ecco come ricavare le probabilita cumulate di una normal@sipsi tramite
guelle della normale standardizzata.

Siabbia unav.c. normalk di parametrj: e o (qualsiasi) e si voglia calcolare
la P[X < z].
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L'evento [X < z] € equivalente all’eventdX — p < z — u|, nonché all’'e-

X — —
vento[ H < x ”} In formula
g g

X — _
(X < q] [ Po2™h ] .
(o (o
L'equivalenza significa che se si verifica I'everifd < z] allora si verifica I'e-
X—p zxz—p
<
g o
stessa probabilita di verificarsi. Quindi

vento

e viceversa. Consegue che questi due eventi hanno la

F(x):P[ng]:P[X_”gx_“] (4.21)

(o (o2

. G
La variabile a

= Z & una variabile normale standard. La probabilita
(o2
cumulataP[Z < z] della v.c. normale standatd € universalmente indicata con
il simbolo ®(z): P[Z < z] = ®(2).
Tenuto conto di cio la (4.21) diventa

F(x):P[ng]:P[ng_M]:¢><z:x;M>. (4.22)

g

La tabulazione di®(z) é riportata in fondo al libro. Essendo la normale
standard simmetrica intorno allo zero € stato allora seffie tabulare 1&(z)
solo perz > 0.

Dal grafico che segue si osserva che

P(Z < —z) = P|Z > 2],
ovvero, ricordando ch®(Z > z) =1 — P[Z < z|siha
P[Z < —z]=1—-P[Z < z],

Oovvero
O(—2)=1-2(2), (2>0). (4.23)
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1-O(z)

//////=

-Z 0 V4

Spesso si desidera valutare la probabilita £hea compresa in un intervallo
simmetrico intorno allo zero.

Pl—2< Z <z2]=P[Z <z]|— P[Z < —Z]

=(z) - [ O(z )] (4.24)
=20(z) — 1, (z>0).

Esempio 4.4.1Ricavare le seguenti probabilita:
i) P[—-1<Z < +1]
i)y P[-2<Z<+2]
i) P[-3<Z<+3].
Utilizzando la (4.24) e le tavole della funziode z) si ottiene:
) P[-1<Z<+1]=20(1) —1=2-0,8413 — 1 = 0, 6826
i) P[-2<Z<+42]=28(2)—1=2-0,9772 — 1 = 0,9544
iy P[-3<7Z<+43]=2®(3) —1=2-0,9987 — 1 = 0,9974.

Esempio 4.4.2Una variabile casuale e distribuita normalmente con= 50 e
o = 5. Ricavare:

i) P[X > 62]

i) P[|X — 50| < §
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iii) P[|X — 40| > 5.

i)
P[X >62] =1 — P[X < 62]

:1_(1)(62—50)
)
o)

5

=1-9(2,4)
—1-10,9918 = 0,0082

i) P[|X —50] <8 = P[50 -8 < X <50+ 8] = P42 < X <58].
Standardizzando la v.¢X si ha

PHX _ 50’ < 8] —PpP [42g50 < Xg50 < 58550]
= P[-1,6 < Z < 1,6]
= 20(1,6) — 1
—=2.0,9452 — 1 = 0,8904
ii)
P[|X — 40| > 5] =1 — P[|X — 40| < 5]
=1— P[40 -5 < X <40 + 5]
—1— P[35 < X < 45
35—-50 X —-50 _45-50
) = 5 = 5
=1-P[-3<Z<—1]
— 1 [®(~1) — B(-3)]
— 1 [(1-®(1) - (1 - 2(3))]
= 1—3(3) + d(1)
=1—0,9987 + 0,8413 = 0, 8426.

=1—-P

Si presenta ora lproprieta degli intervalli tipicidella distribuzione normale.
Sia X una v.c. normale cof’(X) = u e Var(X) = 2. Si puo dimostrare
che per ogniy > 0 si ha

Plp—v0 <X <p+r0]=20(y) — 1, (4.25)
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DimostrazionePly — yo < X < pu+ vo] = PX < p+ ~vo|+
—P[X < p—~o]. Impiegando la (4.22) si ha

P[u—fyang,u—i—fya]:(I)(

=®(y) — 2(—v) =22(y) — 1.

Pery =1, 2 e 3 si hanno i cosiddetti intervalli tipici. (Si riveda$empio
(4.4.2)).

u+70—u> _q)(u—’w—u)
o o (4.26)

a) Plu—o0 <X <p+o]=20(1)—1=0,6826;
b) Plu—20 < X < i+ 20] = 26(2) — 1 = 0,9544;

C) Plu—30c <X <pu+30]=29(3)—1=0,9974;

5 Alcune leggi di calcolo delle probabilita

In questo capitolo si esamineranno alcune leggi probébhis che rivestono
particolare importanza nell'inferenza statistica.

5.1 Ladisuguaglianza di Cebiceff
SiaX unav.c. conB(X) = peVar(X) = o2. Allora

Var(X)

PIX —pl > < =

. (¢>0). (5.1)

Si fara la dimostrazione nel caso sia una v.c. discreta che assume i valoyi
con probabilitap(z;), j = 1,2,...,s.

Dimostrazione. Assegnato un numero positivosi costruiscano due gruppi di
valori della v.c.X:

i) Primo gruppojz; — | < ¢;
ii) Secondo gruppdz; — u| > c.

La varianza diX é fornita da
Var(X) = Z(xj — w)*p(x;)
j=1 (5.2)
= > (@ —wPplr)+ Y, (w5 —p)ply)

Jilwi—pl<c Jilwj—pl=c
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Essendo le due ultime sommatorie quantita non negative si ha
Var(X) > Y (- p)’p(xy). (5.3)
Jilwj—pl=c
Ciascun termine dell’'ultima sommatoria € tale che
;= pl > ¢ — (25— p)* > & —
— >z —wipla) = Y Pplay).
jilwj—pl>c Jilzj—nl>c
Tenuto conto di quest’ultima disuguaglianza la (5.3) digen
Var(X) > ¢ Z p(x;j). (5.4)

jilej—pl>e

La sommatoria Z p(xzj) non € altro che la probabilita dell’'evento
Jilej—pl>e
|X — p| > ¢ che si compone di tutti i valork; che hanno uno scarto assolu-
to (in modulo) dg: maggiore o uguale @ Pertanto la (5.4) si pud anche scrivere
cosi
Var(X) > P(|X — p| > ¢).

Da quest'ultima diseguaglianza si ottiene la (5.i).

La disuguaglianza (5.1) fornisce una valutazione per ecogslla probabilita che
X abbia uno scarto (in valore assoluto)dalmeno uguale a.

Alcune volte la diseguaglianza puo fornire informazionnalacome mostra
il seguente

Esempio 5.1.1Sia X una v.c. corp = 10 e cono = 2. Siac = 2.Allora dalla

(5.1) siricava
2

2
PX-10/>2 <5 =1.

Trattasi di un risultato banale in quanto per ogni eveatta sua probabilita &
compresa frazeroe 0: < P(A) < 1.

Siponga ora = 2,5. La (5.1) informa che

22 4
P[X —10] > 2,5] < —— = = 0,64.
2,52 6,25

Quest'ultimo risultato informa che per ogni v.& cono = 2, la probabilita che
lo scarto| X — p| sia maggiore o uguale a 2,5 é al piu uguale a 0,64.

La diseguaglianza informa altresi che, a paritaldiprobabilita che lo scarto
sia| X — u| > ¢ “tende ” ad aumentare carr.
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Il valore (per eccesso) fornito dalla disuguaglianza, mdcwolte, pud essere
molto piu elevato del valore vero, come mostra I'esempiosswie.

Esempio 5.1.2Sia X una v.c. normale com = 10 ec = 2. Siac = 3,5.
Ricavare il valore vero dellaP[|X — 10| > 3,5] ed il valore fornito dalla
disuguaglianza di Cebiceff.
Dalla (5.1) siricava
22 4

= —— =0,3265.

P[|IX — 10| > 3,5] < ——
l 123 ]—3,52 12,25

Ecco ora il valore vero di tale probabilita

P[|X — 10| > 3,5] =1 — P[|X — 10| < 3,5].
P[|X — 10| < 3,5] = P[6,5 < X < 13,5]

13.5 — —
_ 3 3,5—-10 % 6,5 —10
2 2

= ®(1,75) — ®(—1,75) = 20(1,75) — 1
—=2.0,9599 — 1 = 0,9198.

Pertanto
P[|X —10] > 3,5] =1 —0,9198 = 0, 0802.

Si nota cosi una notevole divergenza fra il valore vero (@0&d il valore in
eccesso (0,3265) fornito dalla diseguaglianza di Cebiceff

Quanto evidenziato dagli esempi 5.1.1 e 5.1.2 non deve &afece che la
diseguaglianza di Cebiceff non trovi nessuna applicazitm@anzitutto va tenu-
to presente che per la sua validita si prescinde dalla cenaacdella legge di
probabilita della v.cX ,e che quindi pud impiegarsi in qualsiasi situazione purché
della variabile casuale si conosca il valore:d dio.

Inoltre, la diseguglianza di Cebiceff &€ molto utile per es@are alcuni aspetti
del comportamento di variabili casuali associate al repdicdel numero delle
prove di un esperimento, nel caso in cui le prove crescargfiimiivamente.

5.2 Legge (debole) dei grandi numeri

La diseguaglianza di Cebiceff & valida per qualsiasi Z.con aspettativa
E(Z) < oo e varianzalVar(Z) < oo. Pertanto e valida anche per la v.c. fre-

: : X . . . .
guenza relativa campionaria = —, essenddX una v.c. binomiale di parametri
n
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n ep. In effetti:

n

E(Y)=FE (1X> ~lpx) =" oy

1 1\? 1
Var(Y)=Var <—X> = <—> Var(X) = —npq = @_
n n

n n

. . . . n—1n
Si osservi che la v.&. assume i valori: ey —

Si ricordi cheX indica il numero delle volte in cui il risultatel si presenta

ey 3

SRS

in n prove e che = P(A) é la probabilita did in una prova.
Applicando la diseguaglianza di Cebiceff alla A€ si ha:

X X Var (£
OSP{\——E<—>\Zc}§M—>
n n C

X
Xp|zef< it
n c‘n

—>O§P{

Questa diseguaglianza ¢é valida per qualsiasi valore dhll'aumentare din il
pql

rapporto — — tende a zero. Conseguentemente, tende a zero anche la
X . dos 1
P{ — - p‘ > c}, in quanto questa probabilita € compresa fra lo zegge.
c'n

n

Si e cosi dimostrata la cosiddetta
Legge (debole) dei grandi numeri

lim P{

essendaX una v.c. binomiale con paramettie p.

X —p' > c} =0, (5.5

n

La legge dei grandi numeri afferma che pefgrande” la divergenza fra la
v.c. frequenza relativag e la sua aspettativa (probabilitd diA in una prova)

R o . . X
e molto limitata. Inoltre allaumentare di la divergenza fra— ep = P(A)
n

tende a ridursi. Questo significa che la €. tende a stabilizzarsi intornoza
n
Infatti fissato un valore di piccolo a piacere, all'aumentare gditende a zero la

ds X . :
probabilita di avere uno scarto fra e p, maggiore dk.

n
Questa legge che riguarda relazioni esistenti fra entirattes (entita previ-
ste nel modello probabilistico) ha nel mondo reale il suagispettivo costituito
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dalla “proprieta della stabilizzazione delle frequenatiee nel lungo periodo”.
Questa “concordanza” frmondo astrattadelle variabili casuali enondo reale
delle frequenze relative sperimentali fa comprendere ¢hmdelli probabilisti-
ci” sono idonei a rappresentare gli esperimenti casuala8i pero che la legge
dei grandi numeri non dimostra la “proprieta della stabdizione delle frequenze
relative col crescere del numero delle prove”, essendot'gltesa ottenuta so-
lo tramite la constatazione empirica del comportamentte detquenze relative
(sperimentali).

5.3 Teorema del “limite” centrale

Il teorema del “limite” centrale riveste un ruolo molto intpente nei casi in cui
bisogna ricavare la funzione cumulata delle probabilitargi v.c. che si puo rap-
presentare come somma di un gran numero di variabili cassialara la versione
semplice di detto teorema, senza la dimostrazione, chizdetebbe tecniche di
analisi matematica non elementari.

Teorema (del limite centrale) Si abbia la succession&, X5,...,X;, ...
..., X, div.c. Peripotesi le v.cX;:

i) hanno la stessa distribuzione di probabilita;
i) sono indipendenti in probabilita;
iii) hanno aspettativau = F(X;) e varianzas? = Var(X;) finite.
E’ possibile, allora, dimostrare che

P{(X1+X2+---+X¢+---+Xn)—nu SZ}
ov/n

é approssimabile bene, al’aumentarerdida®(z), per ogniz, essend@(z) la

funzione cumulata delle probabilita della v.c. normalenstard.

Ecco una illustrazione del teorema del limite centrale. ddistderi la v.c.Y,, =
Owviamente
EY,)=EX1+Xo+...+ X;+...+ X))
= E(Xl) + E(XQ) + ...+ E(XZ) + ...+ E(Xn)

Per ipotesi
EX)=p (i=12,...,n).
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Pertanto
EY,)=p+...4+p+...+pu=npu.

Per ipotesi le v.cX; hanno varianza? e sono fra loro indipendenti. Pertanto

Var(Y,)=Var(X1+ Xo+ ...+ X; +... + X,))

=Var(Xy)+Var(Xa) +... +Var(X;) + ... + Var(X,)

=02+ ... +0%2+...+0%=no’

Ovviamente

Standardizzando la v.&,, si ha
7 :Yn—E(Yn):Yn—n,u
" (V) Vno

Siricordi che:E(Z,) =0, Var(Z,) = 1.
Si vuole valutare

Y, —n -n -n
ngmzp[v%“gaﬁ:}ﬂ{%<y “}

Il teorema afferma che al crescererdi

R

Vno T y/no
Yy —np y—np
=P|Z, < ~ o .
7=t ()
L'approssimazione dell®[Y,, < y| con la probabilitd cumulaté (y — n”)

Vno
cresce al crescere di
Questo teorema deve la sua importanza al fatto che essouake ahe sia la
forma della distribuzione dK;. Tuttavia, quanto piu le v.cX; sono prossime

(5.6)

.\ Y,—n .
alla v.c. normale tanto piu velocemenitd—"* tende ad avere una funzione
no

cumulata prossima a quella di una v.c. normale standard.

In molti casi, I'approssimazione & gia buona per= 30. Nel paragrafo
che segue si applichera il teorema del limite centrale pawvare la probabilita
cumulata di una binomiale conelevato. In seguito, il teorema del limite centrale
verra impiegato per ricavare la distribuzione delle medimgionarie.
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5.4 Approssimazione della distribuzione binomiale conllguermale

SiaX una variabile casuale binomiale di parametép. Nel capitolo precedente
si € rappresentata la v.c. binomiale come sommawt. indicatoril; fra loro
indipendenti ed aventi la stessa probabilita di successo:

X:Il—l-fg—l-—l—fn

Inoltre E(I;) = p e Var(l;) = pg. Pertanto in forza del teorema del limite
centrale

purchen sia sufficientemente elevato.

Esempio 5.4.1Si lancia una moneta, ben equilibrata,= 100 volte. SiaX il
numero di teste ottenibili in 100 lanci. Ricavare

54 i 100—i
100 1 1
PX < = — — .
o =32 () (3) (3)
=0

Questa probabilita si pud approssimare, essendbbastanza grande, con

54 —100-0,5 4

P ’ = (=) =a(0,8) =0,7881.
4/100-0,5-0,5 )
L'approssimazione della binomiale con la normale si riétiesoddisfacente

pernpg > 5. Attualmente molti programmi di calcolo automatico fontgo i
valori esatti delle probabilita cumulate della v.c. binafai

Si tenga presente che nel caso in pud@ molto piccolo p = 0,02) I'appros-
simazione alla normale & molto lenta. Cio dipende dallavaiteasimmetria
della v.c. indicatord; che assume i valofi e 1 rispettivamente con probabilita
(1 —p)=0,98 ep = 0,02. Sinoti che I'aspettativd’(/;) = 0, 02.

Se sihaunav.c. binomial® conn = 60ep = 0,02sihaE(X) =60x0,02 =

1,2 eVar(X) = 1,176. In questo caso, per approssimare la probabilita della
binomiale non si impiega la v.c. normale bensi una v.c. dtscdenominata v.c.

di Poisson che ha la seguente legge di probabilita

e Hu®

p(x) = o r=0,1,2,...

essendq: > 0 I'unico parametro della distribuzione che coincide cospetta-
tiva della v.c.
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Esempio 5.4.2Si supponga che un istituto bancario internazionale abluna-c
cesson = 100 prestiti a piccoli imprenditori dislocati in differenti &e geogra-
fiche. Da pluriennale esperienza si sa che la probabilitandiblvenza (entro un
anno) é pari ap = 0,02. Si supponga che le v.c. indicatalj associate all'in-
solvenza(l; = 1) o meno(I; = 0) dell’i-mo imprenditore(: = 1,2, ...,100)
siano fra loro indipendenti. Si supponga altresi che la @doitita di insolvenza
sia costantemente pari@a= 0,02. SiaX il numero di insolvenze in un anno.
Ricavare

i) E(X);
i) P(X <2).

Con le ipotesi indicatéX ha un distribuzione binomiale con= 100 ep =
0,02.

i) Pertanto
E(X)=100-0,02 =2
" PX<2)=P[(X=0)UX=1)U((X =2)
=PX=0+PX=1)+PX=2).

Nel caso della v.c. binomiale in considerazione

z!

p(:c) _ ( 1:(6)0 ) (0’02)1 (0, 98)1007:)3 _ (100)2: (0’02)33 (0,98)100_$.

Si ricordi che( ]}:[ > = (]Z')h, essenddN),, le dispozioni diN oggetti presi

h alla volta:
(N)b,=N(N-1)...(N—h+1).

Si ha cosi

1
p(0) = ( 80 ) (0,02)° (0,98)'° = 1-1.0,13262.

p(1) = ( 1f0 > (0,02)" (0,98)” =100 - 0,02 - 0,98% = 0, 27065

100 - 99

1
p(2) = ( 30 ) (0,02)2 (0,98)% = -0,0004 - 0,13809 = 0, 27341.

In conclusione

P[X < 2] =0,13262 + 0, 27065 + 0, 27341 = 0, 67668.
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Si provera ad approssimare le sopra calcolate probabilitdaclegge di probabi-
litd di una Poisson cop = E(X) = 2

e Hut e m22" 2%
p(z) = 2 2 e2al
20 1
0) = _ —0.13533
P(0) = 5 7.38005-1
2l 2
1) = - — 0,27067
p(1) 7.38005- 11 7,38905 - 1
22
p(2)

= = = 0,27067
7,38905-2!  7,38905 - 2 ’

Si osservi che queste tre ultime probabilita sono moltogines alle probabilita

esatte della binomiale. | calcoli svolti in questo esempincsstati eseguiti con
una normale “vecchia” calcolatrice tascabile.



98

ELEMENTI DI INFERENZA STATISTICA



CAPITOLO SECONDO

Elementi di inferenza

Come é stato gia precisato nell'introduzione l'inferentaistica predispone
i metodi per estendere (generalizzare) le sintesi effittsia dati campionari alla
totalita della popolazione di interesse.

L'inferenza predispone metodi che si possono dividere anghuppi:

* metodi per la stima;

» metodi per le verifiche di ipotesi.

Con la stima si vuole valutare numericamente qualche esistita della popo-
lazione (media aritmetica, varianza, coefficiente di damiene, ecc..) sulla base
dei dati del campione.

Esempio 5.4.3Si vogliono avere informazioni sul valore dell'incognitarpen-
tuale delle matricole, di una facolta universitaria alguaraffollata, che fumano
almeno cinque sigarette al giorno.

La cosa piu naturale che si puo fare, per avere informazidia predetta per-
centuale, consiste nello scegliere un campione casudéemtgiolazione di tutte
le matricole e calcolare la percentuale di matricole, detmiane, che fumano
almeno cinque sigarette al giorno. Si supponga che dettaperale sia risultata
30%. Siriterra, allora, che la percentuale incognita rifeesnt tutte le matricole
€ pari ad un valore “prossimo” 80%.

Per ipotesi statistica si intende una congettura circalchaacaratteristica del-
la popolazione (il valore di una percentuale, la media aiitca di un carattere
guantitativo, ecc..), il tipo di distribuzione di una vdiike (normale, di Pare-
to, ecc..), il valore del coefficiente di correlazione fraedwriabili X e Y della
popolazione, ecc..

99
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La problematica che si ha nelle verifiche di ipotesi consistelover scegliere
fra due ipotesi statistiche messe a confronto, sulla badatidtampionari. Per te-
st statistico si intende, appunto, una procedura che sadla ei dati campionari
permette di scegliere una delle due ipotesi messe a coafront

Esempio 5.4.41n un reparto un determinato tipo di macchina ha una percen-
tuale di pezzi di scarto pari &@%. Si intende acquistare un nuovo tipo di mac-
china per la quale i venditori garantiscono una percentudiepezzi di scarto
pari all’ 1%. Il compratore dubita che la nuova macchina possa operarewsta
percentuale di scarti inferiore a3% ed intende avere una dimostrazione sulla
qualita di quest'ultima. Sw = 1000 pezzi prodotti con la nuova macchina si
sono avutir = 12 pezzi di scarto.

Sulla base di questa informazione campionaria & possibd@are una pro-
cedura (test statistico) che permette di optare per I'giatel venditore o per
I'ipotesi del compratore. Secondo il venditore la percelgi pezzi di scarto
con la nuova macchinagg = 1%. Secondo il compratore la percentuale di pezzi
di scarto con la nuova macchinag = 3%.

In questo volumetto saranno considerati solo gli aspedthehtari delle proble-
matiche della stima.

6 Stima
Si introdurra ora la simbologia che verra impiegata neldtdazione della sti-
ma facendo riferimento atampionamento con riposiziordi n unita da una
popolazione diV unita.

In corrispondenza dell® unitauy, us, ..., uy della popolazione il carattere

gquantitativoX assume rispettivamente i valari, as, ..., ay.
Siindichi cony la media aritmetica del carattePé nella popolazione:

| N
W= Nzlaj. (6.1)
J:

Si indichi cono? la varianza del caratter® nella popolazione:
1 N
2 2
ot =% Zl("’j — ). (6.2)
j:

Con il campionamento si vuole stimare I'ignota medidella popolazione.
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Si indichi con X7 la v.c. che rappresenta il valore di ottenibile con la
prima estrazione. La v.cX; pud assumere i valoky,as,...,ay in quanto
guesti sono i valori diX associati alleV unita estraibili. Se si suppone che le

N unita della popolazione hanno la stessa probatv]{%tzhii essere estratte si pud

allora affermare che la v.cX; assume ivaloti, as, . . . , ay rispettivamente con
e 1 1 1 . . . N . .
probabilita —, .. ., NN La distribuzione diX; pud essere sintetizzata

come segue

_ ay, ..., Qj, ..., AN
N ot N o N

Siindichi conX5 la v.c. che rappresenta il valore &i ottenibile con la seconda
estrazione. Dato che il campionamento € con riposizionpo @gni estrazione
e successiva riposizione, si ricompone la popolazione depza. Pertanto la
distribuzione diXs coincide con quella dX;:

XQE{ all, ey aij, ey afv }

N, ceey N, ceey N

In generale la v.cX;, che indica il valore diX ottenibile allai-ma estrazione, ha
la seguente distribuzione di probabilita

Xiz{ai’ S A “{V}, (i=1,2,...,n). (6.3)
L., L5 .., %

In conclusione le v.c. X; hanno la stessa distribuzione (quella indicata nella
(6.3)). Inoltre, le v.c. X;, data la riposizione di ogni unita estratta, sono fra
loro indipendenti in probabilitd. Si & ora pronti per denit campionamento
casuale
Per campione casuale si intende la successione idebeiabili casuali cam-
pionarie indipendenti
(X1, Xy, X0)

aventi la stessa distribuzione (6.3).

Con z; si indica invece il valore effettivamente ottenuto alema estrazio-
ne ¢ = 1,2,...,n). In altre parolex; € una determinazione della v.cX;
(i=1,2,...,n). Pertantqxy,...,x;,...,x,) Sonoivalori diX effettivamente
ottenuti con il campione.

Sitenga allora ben presente ah¥%,, ..., X;, ..., X,,) indica una successio-
ne di n v.c. indipendenti ed identicamente distribuite, mentre
(z1,...,xi,...,2z,) indica una successione divalori (n numeri).
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Si éin precedenza affermato che con il campionamento sidetstimare I'ignota
mediau della popolazione.

Dopo aver estratto il campione il metodo piu semplice chausiimpiegare
per valutare, € quello di stimarlo con la media aritmetica dei valori
(x1,...,Ti,...,x,). Sihacosi

_ 1
T = E(ac1+...+xi—|—...+xn).
Ovviamente, essende; una determinazione della v.cX; (: = 1,2,...,n),

deriva cher € una determinazione della v.c. media campionaria
= 1
X:E(X1+...+Xi+...+Xn). (6.4)

Come é stato ampiamente mostrato nell'introduzione nelsgras da un
campione all’altro varia il valore che effettivamente amssuX. EssendaX una
v.c. ci0 significa che ha una distribuzione di probabilitha@aspettativar (X ),
una varianzd/ar(X), ecc..

Lav.c. X & uno stimatore di, mentrez & una stima dj.

Ecco come determina&(X) e Var(X).

Conviene ricavare innanzituttb(X;) e Var(X;). Ricordando che la v.cX;
ha la distribuzione (6.3) si ha

BE(X)=Y ajm=x2 aj=n (i=12...n). (6.5)
j=1 j=1

In altre parole, alla-ma estrazione si ha un valoré; mediamente uguale alla
media aritmetica che nella popolazione ha il carattére

N

N
Var(X;) = Z(aj —M)Q% = %Z(aj —w)?=0% (i=1,2,...,n). (6.6)
j=1 J=1

Anche la varianza diX; coincide con la varianza che nella popolazione ha il
carattereX. ) )
Si e ora pronti per ricavar(X) e Var(X).
_ 1< 1 - 1
p0 =5 (525) =1 (S0) =1 e
1= 1= 1=

Per la (6.5) laE(X;) = p, per cui

1 |
B(X)=—> p=-np=p.
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In altre parole I'aspettativa della v.c. media campionanacide con la media
aritmeticay della popolazione.

_ 1 & 1 &
Var(X)=Var (=S X, | = 2v X; .
ar(X) ar <n ; ) - ar <; )

Per ipotesi le v.cX; sono fra loro indipendenti per cui

Var (Zn: Xi> = Zn: Var (X;).

Inoltre per la (6.6)V ar(X;) = 2. Pertanto

Var (i XZ-> = iaQ = no?.
i=1 i=1

Tenuto conto di quest'ultimo risultato ldar(X) diventa

Var(X) = %naQ = %02. (6.7)
In altre parole la varianza della media campioné¥i& inversamente proporzio-
nale alla numerosita del campione.
Nell'introduzione si era considerata l'estrazione da umgpgtazione di
N = 6 unita, di tutti i campioni con riposizione di numerosita= 2 e si era
constatato che la media di tutte le medie campionarie efaripraguale g e la

varianza di tutte le medie campionarie era proprio ugu lea —.
n

Naturalmente la media campionatk, non & l'unico, anche se il pit naturale,
stimatore pem. In effetti si potrebbe anche stimarecon la mediana degh
valori (z1,z2, ..., Tj, ..., Ty).

Avendo la possibilita di stimarg in modi diversi — con diversi stimatori —
si pone il problema di scegliere fra stimatori alternathva scelta si basera sulle
caratteristiche (proprieta) degli stimatori.

In generale uno stimatore € tanto piu buono, quanto piudgoenvalori pros-
simi all'ignota quantita da stimare.

Nel caso in esame uno stimatore & tanto piu buono quanto piisée valori
(stime) prossimi au.

Si € ora pronti per generalizzare i concetti esposti.
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6.1 Proprieta degli stimatori

i) Si supporra di voler stimare la caratteristi@éadella popolazione:# pud
essere una media, un indice di variabilita, una frequenative, ecc..

i) Lo stimatore pep si otterra dal campione casudl&,, Xo,..., X;,..., X,).
i) SiaT = g(X1,Xs,...,X;,...,X,) uno stimatore pef.

T si configura come funziong(Xi, Xo,...,X;,...,X,) delle n v.c. cam-
pionarie. Conseguentemenfeg una v.c. campionaria.

(Proprieta della non distorsione)
Una delle proprieta piu apprezzate per uno stimatoper6 & la non distorsione.

Definizione (Stimatore “non distorto” o “corretto”) Uno stimatorel” per
# si dice “non distorto” o “corretto” se

E(T) =0, per qualsiasi valore di.

Il seguente grafico aiuta a comprendere il significato dalladistorsione.

4

()

0 HT=6 t

Figura 1.6:Distribuzione di probabilita di uno stimatore non distorto

In ascissa sono riportati i valotidi T" ed in ordinata la funzione di densita
f@&)diT.
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Dato chel” é uno stimatore corretto pércio significa che il valore “centrale
di 77, cioé E(T), coincide cor?.

Per uno stimatore corretto gli scarti positi’ — 6), per (7' > 6), bilan-
ciano gli scarti negativiT' — ), per (T < ). |l bilanciamento significa che
E(T —0) = 0. Ineffetti E(T' — 0) = E(T) — 0: la differenzaE(T") — 6 & ov-
viamente pari a O per uno stimatore corretto.F3&") # 6 lo stimatore & distorto.
Perdistorsionedi uno stimatorél’ per@ si intende la differenz#&(T") — 6.

Per apprezzare la proprieta della non distorsione si su@pooche
E(T) — 6 > 0, si suppone cioé che vi sia una distorsione positiva. Ciisig
fica, come mostra il grafico, che lo stimatdfefornisce, mediamente, valoi
maggiori dif.

4

(1)

0 0 E(T) t
Figura 1.7:Distribuzione di probabilita di uno stimatore con distaske positiva.

SeE(T) # 6 si ha distorsione negativa. Cio significa, come mostra figra
che lo stimatord” fornisce valorit che sono mediamente minori @i
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()

0 E(T) 0 t
Figura 1.8:Distribuzione di probabilita di uno stimatore con distaraie negativa.

Esempio 6.1.1In precedenza si & dimostrato cl® X) = p. Sipuod allora
affermare che la media campionafaé uno stimatore corretto (non distorto) per

L.

(Varianza di stimatori non distorti)
Puod accadere che per stimdrsi disponga di due stimatori non distaofij e T5.
In altre parole

E(Ty) = E(T3) = 0 (per ognif).

Sorge allora la necessita di introdurre un criterio per pstegliere fra due sti-
matori non distorti. Il criterio dovra essere tale da farfgriee quello stimatore
che fornisce valori piu prossimi all'ignoté. In altre parole si dovra optare per
quello stimatore i cui valori siano piu concentrati intoia@. 1l criterio pud allo-
ra essere basato sull'ordine di grandezza degli sf@rt 0|, ovvero pud essere
basato sulla variabilita degli stimatori nel senso che ra stimatori non distorti
si preferira quello con la varianza (scarto quadratico mgaill piccola.

In conclusione per valutare uno stimatore non distorto ssi®era la sua
varianza.

Il grafico 1.9 si riferisce alle distribuzioni di probabdlidi due stimatori non
distorti (17 e T,) perf conVar(Ty) < Var(T»).



ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA 107

0-c 0 0O+c

Figura 1.9: Distribuzioni di probabilita di due stimatori non distortper 8 con
Var(Ty) < Var(Tz).

Si noti che essendo(T;) < o(T»), verosimilmente
Pll—c<T1<0+4+c}>P{0—c<Th<0+c}.

La differenza tra le due probabilita coincide con I'aredtéggiata nel grafico.

(Proprieta della consistenza)

Un’altra proprieta desiderabile, per uno stimatérperd, & che deve fornire,
allaumentare din, valori T" sempre prossimi 4. Si ha cosi la proprieta della
consistenza. La proprieta della consistenza riguardanipastamento dello sti-
matore all'aumentare di. Per illustrare questa proprieta conviene indicare lo
stimatore coril;, proprio per evidenziare cHE, é calcolato su un campione di
ampiezzan.

Definizione (Consistenza semplice).o stimatoreT,, peré & consistente se,
per ognic > 0, si ha

lim P{|T;,, — 0] > ¢} = 0.
n—oo

All'aumentare din, la probabilita chél’, differisca dad per piu di un prefissato
valorec > 0, tende a zero.

Esempio 6.1.2Consistenza dello stimator,,.
Sisache

_ - 1
E(X,)=p; Var(X,) = 502.
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Applicando la disuguaglianza di Cebiceff alla vX,, si ha

Var(X,)

P{ Xy —pl 2 ¢} < ——

C

. = .11,
%%P{‘Xn—ﬂ‘zc}ﬁilgloc—QEU-

Al divergere din la parte di destra della disuguaglianza tende a zero. Coeseg
temente tende a zero ancR¢|X,, — u| > c}.

. : . : X
Esempio 6.1.3Consistenza della frequenza relativa campionaria= —.
n
Si vuole stimare la frequenza relatiyali una caratteristical della popola-

. . o X .
zione con la frequenza relativa campionakja= —, essendoX il numero delle
n

volte in cui A si & presentato nel campione con riposizione di numerasita
Sivuole dimostrare che

X
1imP{|——p| Zc} =0.
n—0 n

Questa verifica coincide con la legge (debole) dei grandierum precedenza
dimostrata nel paragrafo (5.2).

6.2 Stima intervallare

Siipotizzi cheT sia uno stimatore pé.

B-c 0 Otc t

Figura 1.10:Distribuzione di probabilita dello stimator& per#.



ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA 109

In Fig. 1.10 si é riportato il grafico della funzione di deasjt(t) della v.c.
campionaridl’. (Si & ipotizzato chd” sia una v.c. continua).

La probabilita chel” sia compreso nell'intervallé + ¢ € rappresentata dal-
l'area tratteggiata. Al diminuire di la probabilita prima evidenziata tende a
zero. E’ praticamente certo che il valore Hiottenuto dal campione non sia
uguale al valored da stimare. Si preferisce, allora, fornire genon un solo
valore (il valore diT' che effettivamente si ha nel campione), ma un intervallo
di valori nel quale dovrebbe essere compreso, con un ceattogti probabilita,
l'ignoto valore dif. Si passa cosi dalla stima puntuale (che fornisce un solo va-
lore per6) alla stima intervallare (che fornisce, sempre feun intervallo di
valori).

Si passa da una informazione &w@ostituita da un solo valore dr (valore
che ha perd bassissima probabilita di essere ugu@ead una informazione su
6 costituita da un intervallo “casuale” di valori(, V) che ha una probabilita
elevata(l — «) di contenere al suo interno l'ignoth. H e V' sono variabili
casuali campionarie che delimitano gli estremi casualiidigrvallo. In formula

P{H<0<V}=1-a. (6.8)

La relazione (6.8) si legge cosi: € par{la— «) la probabilitd che l'intervallo
casualg H, V') contenga al suo interno I'ignoto valofe

Gli estremi H e V sono variabili casuali campionarie (basate cioe su
(X1, X0, .., Xiy ., X))

La probabilita(1 — «) € denominata livello di confidenza e solitamente assu-
me i seguenti valori0, 90; 0, 95; 0, 99.

Cosa significa chél — «) é ad esempio uguale(a95? Significa che se si
scelgonoB = 1000 campioni — ciascuno di numerosita— e per ogni campione
si ricava l'intervallo casualét, v), allora di questil000 intervalli 950 compren-
dono # e 50 non lo comprendono. Vi é cioe un rischio probabilisticoche
l'intervallo casuale non comprenda al suo interno il valdiré.

Owviamente, siccome il valore di & ignoto, non & possibile sapere se |l
particolare intervalldt, v) ricavato con I'unico campione effettivamente estratto,
contenga o meno al suo interno il valore ignétdsi puo solo “confidare” che il
campione sia uno déb0 intervalli buoni sugli ipoteticil000 campioni ricavabili
con la stessa procedura. Si pud pero essere sfortunati e éssappati in uno
dei 50 (su1000) intervalli non buoni.

6.3 Sintesi sulla stima puntuale di una media di una frequenza rela-
tiva p e stima puntuale della varianza

Nelle pagine precedenti si sono considerate diverse @t@pdegli stimatoriX
peru e p, perp. Ecco una sintesi di tali risultati.
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i) Sia(X1,Xs,...,X;,...,X,) un campione casuale estratto con riposizio-
ne da una popolazione in cui il carattéfeha media aritmetica e varianza
o2. Sia

_ 1 <&
X=- Z} X;
1=

la v.c. media campionaria. Si & dimostrato che
(@) E(X) = p, pertantoX & uno stimatore corretto pgs
(b) Var(X) = %02;
(c) X & uno stimatore consistente per

(d) al divergere din la media campionaria (teorema del limite centrale)
tende alla distribuzione normale; quest'ultimo  risultato
permettera di ricavare I'intervallo di confidenza per

ii) Siap = NJ(VA) la frequenza relativa della caratteristiéan una popolazione

di N unitd. N(A) indica il numero delle unita della popolazione con la
caratteristicad.

Sia X il numero di unita con la caratteristicé che si € riscontrato in un
campione con riposizione @i unita.

Siap = — la v.c. campionaria frequenza relativa. Si & dimostrato che
n

(@) E(p) = p, pertantop & uno stimatore corretto pgr

R 1
(b) Var(p) = —p(1 - p);
(c) p € uno stimatore consistente per

(d) la v.c. X ha una distribuzione asintoticamente normale (per il teore
ma del limite centrale). Quest'ultimo risultato permeiteli ricavare
l'intervallo di confidenza pep.

Si mostrera ora come ricavare uno stimatore non distortdapearianzas? del
carattereX della popolazione, sempre nel caso di campionamento cosizip-
ne.

Si considerino glin valori campionari(xy, xo, ..., z;,...,z,) € la loro me-
dia aritmeticar = % Y&, x;. SiaA un numero reale qualsiasi. Per la proprieta
di “minimo” della media aritmetica, vale la relazione:

n n

d (@i—1)* =) (w— A)? —n(z — A)*.

i=1 i=1
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Dato che A pud essere un numero reale qualsiasi, si puo pdrre u. La
relazione precedente diventa

=1 =1
La relazione precedente vale se si sostituiscono i vajaiz con le corrispettive
variabili casuali campionari&’; e X. Si ha cosi

n n

DX =X =D (X —p)? —n(X —p)* (6.9)

=1 =1
Si calcolino ora le aspettative delle due parti della (6.9).

n

(X - X)?

=1

n

> (X —p)?

i=1

E =FE —nBE(X — p)?

- 1
Perla (6.6) e per la (6. W ar(X;) = o2 e Var(X) = —o?.
n
Pertanto la relazione precedente diventa

n

n
- 1
E (XZ-—X)2] = ‘Eldz—nEJQZTLJQ—JQ = (n—1)0?
1=

i=1

E

Dividendo per(n — 1) prima e seconda parte si ha

(6.10)

B [niliw—wl —

i=1

Si & cosi dimostrato che dividendo la devianza campionariaX; — X)* per
i=1
(n — 1) si ottiene la varianza campionaria corretta

1 _
S2 = — > (X - X)%

i=1
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S?2 & cosi uno stimatore corretto (non distorto) della variarizdella popolazio-
ne. Per ottenere uno stimatore correttogebisogna quindi dividere la devianza

n

campionariaZ(XZ- — X)? per(n — 1) e non pem come potrebbe sembrare. In

=1
effetti, se si dividesse per si otterrebbe:

n-t_1 Zm—xﬁ]

n (n—1) —

n—1 1 < - n—1
_ | - )E[(H_I)Z(Xi—X)QI: - o?.

=1

L'ultima relazione mostra che per grande non vi &, praticamente, differenza

. . 1 — _ . . .
fra la varianza campionaria § (X; — X)? e la varianza campionaria corretta
n
=1

§2=—L S - %)

n—1+4
=1
6.4 Intervalli di confidenza per

. : T : .
Come & noto per lo stimatore puntuale = — Y X, si ha: E(X) = p e
n
=1
_ 1 .
Var(X) = =0 Inoltre, dato che len v.c. del campione casuale

(X1,Xo,... ,X:Z, ..., X,) sono indipendenti, identicamente distribuite e con co-
mune aspettativa e varianzas? (per ipotesiu e o2 sono valori finiti), allora in
forza del teorema @ del limite centrale la loro somma
Y, = X1 +Xo+ ...+ X, +... + X, tende al crescere di a distribuirsi
come una v.c. normale cdi(Y;,) = nu e Var(Y,) = no?.

- 1 C .
Conseguentemente anche la v.&,, = —Y,,, tende a distribuirsi, per la pri-
n

ma proprieta della v.c. normale, come una v.c. normale E6X,) = u e

- 1 . .
Var(X,) = —o® Consegue altresi che anche la v.c. standardizzata
n

X, — . D
Z, = —= a tende al crescere di a distribuirsi come una v.cZ normale

n

standard. Pertanto (si veda il grafico 1.11) deriva che

=

P{—Z(l_g) S Zn S Z(l_%)} = (1 — a) (6.11)

2
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N

AW

/N
—_
|

| R
S~

Figura 1.11:Grafico della densita di una v.&Z normale standard.

La (6.11) informa che €1 — «) la probabilita che la media campionaria
Xn — M

standardizzat®,, =

€ compresa neII’intervalI(é—z(l_g), z(l_g)). Il
2 2

n
valore (1-9) si trova sulla tavolab(z) ed € quel valore di tale che®(z) =
2

(1—%). Siconsideri ora la diseguaglianza indicata in (6.11)

{—Zo;) <2t Z(ws)} 612

. TN . . . g . . N . .
e si moltiplichino i suoi termini per—. Si ottiene cosi la seguente diseguaglian-
n

za (equivalente alla prima)
_ 7 7
“(1-%)/n NN
Si sottragga ai tre termini il valorél,,. Si ottiene la seguente diseguaglianza
equivalente alle altre

< X —p <z

{—Xn — z(lf%)% <—p<—X,+ z(lg)%} .

Moltiplicando i termini di quest’ultima per-1 si ottiene
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che pud ovviamente essere scritta come segue

{)_(n—z( )% < X, + (13)%}, (6.13)

La (6.13) & equivalente alla (6.12) il che significa che sesfiga I'una si verifica
anche l'altra e viceversa. Cio significa anche che i due ecastali

{—2(1_%) < Zp < Z(l—%)} € {X” ~ (- )% = Xot (1_%)%}

hanno la stessa probabilith — «) di verificarsi. In conclusione
P{X ~ 2 Q)% < X, + (1_%)%} = (1-a). (6.14)
La (6.14) si legge come seguei(B— «) la probabilitd che l'intervallo casuale
X X'n + z(l_g)

(%o =g 7 S s

di u. Nel caso considerato I'estremo inferiore dell'intergadioincide con la

> contenga al suo interno I'ignoto valore

_ o ) . .
ve. H = X, (1-3) 7 mentre I'estremo superiore coincide con la v.c.
_ o
V=X,+ Z(l a)%

L'intervallo si ottiene quindi aggiungendo (per 'estrermaperiore) e togliendo
(per I'estremo inferiore) allo stimatore puntua¥g, il valore A1oe) e
2 \/ﬁ
Esempio 6.4.1Ricavare I'intervallo di confidenza percon livello di confidenza
(1 —a)=0,954.
Bisogna innanzitutto ricavargl_g).
2

a = (1—0,954) = 0, 046; % — 0,023 (1 _ %) — 0,977

Dalle tavole della normale standard si ottienggy7) = 2.
Lintervallo di confidenza coril — o) = 0,954 & cosi fornito daxX + P

NLD
Osservazionel'impiego della (6.14) si basa, tra I'altro, sullimpiegeldeorema
del limite centrale che pet grande permette di approssimare la distribuzione di
probabilita diX,, con quella della v.c. normale. Si ritiene che I'approssiiorRe
si possa ritenere buona per> 50.

Esempio 6.4.2La varianza del caratteré( nella popolazione & pari a = 16.
Si & estratto un campione casuale con= 64 e si & ottenutdy o z; = 400.
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Ricavare gli intervalli di confidenza pex sia con(1 — «) = 0,94 che con
(1 —-a)=0,98.
Siricava innanzitutto la media campionaria

1
T = —400 = 6,25.
T b4 ’

Per(l — a) = 0,95 si ha (1 - %) = 0,975, da cui®(z) = 0,975 fornisce

(tramite le tavole)z(l_g) =1,96. Per(1 — a) = 0,98 si ha(l — %) =0,9¢e
2

tramite le tavoleb(z) si haz( g9y = 2, 33.
| due intervalli sono allora forniti da

. . V1
i) per(l —a)=0,95sihaz £ 1,96—6 —
V64

6,254+ 1,96-0,5 — 6,25 £ 0,98 — (5,27;7,23);

i) per(l—a) = 0,98siha6,25+2,33:0,5 — 6,25+1,65 — (5,085; 7,415).
L'ampiezza dell'intervallo di confidenza e fornito da

_ g _ g g
(ﬂ” * Z(l—%)%) N <°’“ N Z(l—%)%) =209
Si osservi che aumentandd — «) aumenta anche I'ampiezza dell'intervallo.

Esempio 6.4.3La varianza del carattereX & ancorac? = 16. Si € estratto un
256

campione casuale di = 256 unita e si & ottenutd _ x; = 1600. Ricavare gl
i=1
intervalli di confidenza coifil — «) = 0,95 e con(1 — o) = 0, 98.

1
T = —1600 = 6, 25

256
_ V6 4
o(X)= L M0 2o
Vvno /256 16

| due intervalli risultano:
i) per(1—a)=0,95sihaz+1,96-0,25 — 6,25+0,49 — (5,76;6,74);
i) per(1—a) = 0,98 sihaz+2, 33-0,25 — 6,25+0, 5825 — (5, 6675; 6, 8325).

Si noti che a parita d{1 — «) nel passare da = 64 an = 4 - 64 = 256 la
lunghezza degli intervalli diminuisce.
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Per poter impiegare gli intervalli di confidenza

bisogna conoscere il valore della variarnZadella popolazione (& quanto & stato
ipotizzato negli esempi 2 e 3).

Nel caso in cub? non & noto si stima il valore di quest’ultimo con la varianza
campionaria corretta

52 = (n%l) D (X - X)%

=1

Quindi si impiega il seguente intervallo di confidenza
X:l:Z( a\—F—- (615)

Per poter impiegare la (6.15) & necessario avere una nuitdezampionaria con
n > 150.

Esempio 6.4.4Si vuole ricavare un intervallo di confidenza per I'ignotadise

w del carattereX . Sidesidergl—a) = 0,95. Si & estratto un campione casuale
200 200

conn = 200 ed & risultato:y ~ z; = 30.000; » _ a7 = 4.545.000.
=1 =1
La mediaz risulta 150.
La devianza campionaria si puo calcolare con la relaziogaesee (proce-
dimento indiretto per il calcolo della devianza)

n

Z(ml —z)? = Zn:xf — nz?. (6.16)
i=1

=1
Si ha cosi

200

> (@i — 7)% = 4.545.000 — 200 - 150°  —

=1

200

> (i — 150)% = 4.545.000 — 200 - 22.500 = 45.000.
=1
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Pertanto pes? otteniamo il valore

1
2
= '4 . :22 1 .
s 500 — 1 5.000 6, 13065

L'intervallo di confidenza risulta cosi

V226,13
V200

6.5 Intervalli di confidenza per la frequenza relativa

T=£1, 95 — z+1,95-1,0633 — 150+2, 0735 — (147, 9265; 152, 0735).

In una popolazione dN unita statistiche la frequenza relativa di una caratteri-

: - N(A . o -
sticaA é pari ap = Z(V ), essendaV(A) il numero di unita statistiche con la

caratteristicad. Si estrae con riposizione un campione di numerosit&ia X il
numero delle estrazioni in cui si & presentdtal.a v.c. X ha una distribuzione

binomiale di parametni e p. Siap = — lo stimatore puntuale pex Come € no-
n

to: E(p) =peVar(p) = P Inoltre, pern elevato la v.c.X tende a distribuirsi
n

1 o
secondo una v.c. normale. Conseguentemente gnehe X tende a distribuirsi
n

secondo una v.c. normale con aspettaﬁvavarianzam. Standardizzandg
n
pP—p

Pq
n

normale standard. Pertanto, semprespetevato si ha

si ottiene la v.c. che al crescere di tende a distribuirsi come una v.c.

3>

—-p

pq
n

P _Z(l_ﬂ) <

2

<21y =(1-a). (6.17)

S

Dalla disuguaglianza indicata nella (6.17)

—qhﬂ)gp_pgszﬁ (6.18)

si ottiene, con la stessa procedura impiegata per la diglignaa (6.12) riguardan-

te X,,, la relazione

{ﬁ‘z(l—%)@§p§ﬁ+z(l—%) %} (6.19)
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che é equivalente alla (6.18), pertanto

P {15 - 2(13)\/1;2 SPEPEz g %} =(1-a) (6.20)

In conclusione l'intervallo di confidenza pgicon “grado di confidenzal'l — «)
e fornito da

p+ z(l_g)%. (6.21)
L'intervallo (6.21) non si puo utilizzare perche non si cece il valore dip ne-
cessario per calcolarg/p(1 — p). Si possono allora seguire due strade: ricavare
un intervallo conservativo, oppure sostituiggp(1 — p) con/p(1 — p).
(Intervallo di confidenza conservativo)

Si sostituiscep(1 — p) con il valore massimo che lo stesso pud assumere. La
funzionep(1 — p) assume I'andamento indicato in Fig.1.12. |l valore massimo
p(1 — p) si ha perp = 0,5. Inoltre

maxp(l —p) =0,25

max /p(1 —p) = 0,50.

p(l-p)

0,25

0,10

0 0,5 1 p

Figura 1.12:Grafico della funziong(1 — p).

Con la sopra indicata sostituzione si ha I'intervallo

0,50
-5) Vn

P2 (6.22)
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L'intervallo (6.22) contiene I'intervallo (6.21) in quamt

. 0,50 _ VP4
— a < — o\ ——
P=21-3) Vn =P70-3)

B

ed in quanto

g

R 0,50 _
PHea-g) m ZPYA0-9) m
In altre parole i due intervalli sono centrati entrambipinma quello con-
servativo ha una maggiore ampiezza. Conseguentemente [prababilita di
contenerg al suo interno & (1 — «).

Esempio 6.5.1Si vuole ricavare un intervallo di confidenza can— «) = 0,95
dell'ignota frequenza relativa che la caratteristicad ha in una popolazione. Si
estrae un campione con riposizione di numerosita 40 e si & ottenuta: = 25.

. . 25 . . .
Siha cosp = 0 0,625. Lintervallo “conservativo” pep risulta

0,625 + 1,96?/’—2_?) — 0,625 £ 1,965%00= — 0,625 £ 0,155 — (0,47;0,78).
Il risultato ottenuto ci permette di “confidare” che l'igaotrequenza relativa sia

compresa fra il7% ed il 78%.

(Intervallo di confidenza ottenuto sostituengld — p) conp(1l — p))
Per poter sostituire(1 — p) conp(1 — p) bisogna che la numerosita cam-
pionaria sia alquanto elevata.

Esempio 6.5.2Ricavare l'intervallo di confidenza cofl — ) = 0,954 di una
ignota frequenza relativa sulla base di un campione congigione di numerosi-
ta n = 400 nel quale si é riscontrata: = 80.

. . . . 80
Per(1—a) = 0,954 si haz(l_g) = 2. La stima puntuale & parija=
2

400
0,20. Pertanto\/p(1 —p) = 4/0,2-0,8 = 0,40. L'intervallo di confidenza
risulta cosi:
0,40 0,4 .
0,20 + 255% — 0,20 £ 255 — 0,20 £ 0,04 — (0,16;0,24).

Se si fosse proceduto con I'intervallo conservativo silsiaeeo ottenuti i seguenti
estremi (dell'intervallo)0, 20 £ 2% — 0,20 + 0,05 — (0, 15;0, 25).

6.6 Determinazione della numerosita campionaria pertaastiella me-
diap
Sino ad ora la numerosita del campione é stata pre-assegnata. E’ arrivato il

momento di esaminare come viene determinato il valore th questo paragrafo
si esaminera come determinar@el caso della stima di una aspettativa
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Pern grande la v.c. media campionatk ha una distribuzione che si approssi-
ma con quella di una v.c. normale avente la stessa aspettattv stesso scarto
quadratico medio dX come & noto:

E(X)=pu (media aritmetica della popolazione)
o(X) = % essend@ lo scarto quadratico medio della popolazione
Pertanto, per le note proprieta della normale

P{u - 2(17%)0()_() <X<p+ z(k%)a()_()} =(1-a).

—z[ u] G(X) 2 p+z a] G(X)

| valori di X compresi nell'intervallo sopra indicato hanno uno scarto i
modulo daX che & minore o uguale a(lfg)a(X). Pertanto, la relazione
2

probabilistica precedente puod anche scriversi cosi

P{IX =l < 21_gy0(X)} = (1 - ). (6.23)

Quest'ultima relazione pud essere utilizzata per ricalaraumerosita cam-
pionaria.
Si pud procedere come segue.

i) Il ricercatore fissa lo scarto massimo “tollerato” fra l&de campionaria
X e lignota mediau. In altre parole, indicando questo scarto ehrsi
vuole che:

X —pl<d

if) Dato che si opera con campioni casuali non si puo pretendee la con-
dizione | X — pu| < d sia soddisfatta per ogni campione. In effetti, il ri-
cercatore pretende che la stessa diseguaglianza si reaizprobabilita
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(1 — «). Con cio significando che vi € un rischio probabilistico o
che si abbigX — | > d.

i) 1 due requisiti precisati in) e i) sono compendiati nella relazione

P{X —pl <d} = (1-a). (6.24)

Tenuto conto della (6.22) si desume che per soddisfare24)6isogna che
Z(l_%)J(X') =d. (6.25)

7
NG
20-5)°

H(1g)yn =4 = 2(1-g)7 = Vnd = v = 7
In definitiva, passando al quadrato, si ha

Ricordando che (X) = la (6.25) diventa

n=—2_ (6.26)

La (6.26) fornisce la numerosita campionaria necessagiag@rantire con pro-
babilita (1 — «), che vi sia uno scarto in modulo fra stimatoXee aspettativa:
minore o uguale d.

Dalla (6.26) si desume cheaumenta:

i) al crescere della varianze® del carattereX della popolazione;

ii) al crescere della probabilittl — ), 0 meglio al crescere di?

(1-5)

iif) al diminuire del valored dello scarto tollerato.

Esempio 6.6.1Si sa che nella popolazione la varianz& del carattereX &
uguale a 200. Determinare la numerosttadel campione (con riposizione) che
garantisce

P{|X — p| <4} =0,954.

Per ricavaren si deve applicare la (6.26). D@ — «) = 0,954 deriva
Y-y = 2. In definitiva
2

Dato chen > 30 si puo ritenere che effettivamente la distribuzioneXdsi ap-
prossimi bene — per il teorema del limite centrale — ad urtsildlizione normale.
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Esempio 6.6.2Si ipotizzi che nella popolazione la varianza del carattereX
sia pari a100. Sivuoled = 2 e (1 — «) = 0,94. Ricavare la numerosita del
campione che garantisce

P{|X — | <2} =0,94.

Da(l — «) = 0,94 si ottienea = 0,06 ed% = 0,03. Dalle tavole di®(z) si
trovaz(1_g,03) = 2(0,97) = 1,881. Applicando la (6.26) si ottiene

100
n = (1, 881)22—2 = 89.
Per poter applicare la (6.26)
2 2
()
= -

bisogna conoscere il valore @lf.
Ecco come bisogna procedere se non si conosce il valar& di

a) Si puo far riferimento — se possibile — ad esperienze ghelin grado di
fornire un valores*? in sostituzione dell'ignoto valore?.

b) Si realizza preliminarmente un campione pilota di nursiéio:;. Con
questo campione si stimet con la varianza campionaria corretta

ni

57 = ! D (zi— 1), (6.27)

ny—1
1 i—1

essenda; la media campionaria di questo campione pilota.
Quindi si determina con la formula

(6.28)

Siricava la numerosita campionaria aggiuntiva= (n — n1) e si estrag-
gono conseguentemente altreunita dalla popolazione.
Ovviamente il campione totale & fornito dalle unita del pricampione di

numerositan; e dalle unita statistiche del secondo campione di numerosit
ny. La numerosita totale ®; + ny = n.

Ecco ora una procedura per la determinazioneutile nel caso in cui il carattere
X assume valori non negativi ed abhia> 0.
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i) Il ricercatore fissa lo scarte@lativo massimo “tollerato” fra la media cam-

, S N L X — X —
pionariaX e u. Lo scarto relativo é fornito da . se g 0,05

_ M jz
significa che lo scarto fr&X e u € uguale ab% del valore diu. In definiti-
va, indicando il valore dello scarto relativo cén> 0 si fissa la condizione
che

| X — pf
7
Ad esempio s& = 0, 10 significa che si tollera che lo scarto in modulo
| X — p| sia inferiore o uguale @&, 104 (al 10% del valore di).

<6 — |X —pl < op.

ii) Il ricercatore stabilisce che la condizione precisata)iabbia probabilita
di verificarsi pari ad1 — «).

ii) 1due requisiti precedenti sono compendiati nella zadae
- -,
n

ovvero -
P{IX — l < 0} = (1 - ). (6.29)

Ponenddjy = d risulta evidente che la (6.29) coincide con la (6.24). Feota
per trovare il valore din che soddisfa la (6.29) basta applicare la (6.26)

2 2
25 N\O
" — (1-%)
=
e sostituired? con 2. Siha cosi
no 2 T
T T(1-8) 622

: ) (6.30)
_ 2 e
T A-8) 2 (u) ’

La (6.30) differisce dalla (6.26) perché fa interveniredaéfficiente di variazione
7 del carattereX che risulta piu stabile nel tempo dello scarto quadratice me
n
dio. Cio deriva dal fatto che il coefficiente di variazione @Mnvariante alle
trasformazioni di scala. Infatti 6 = a X (a > 0), allora:
i) o(Y)=ao(X), M1(Y) = aM;(X)
oY) ao(X) o(X)

VOV =35y T an - ) - O
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SeX indica il reddito individuale che si riscontra in un ann® @ reddito indivi-
duale dell'anno successivo e si suppone che i redditi iddali siano aumentati
del 5% (si ipotizza cioeY = 1,05X) allora il coefficiente di variazione non si
e modificato. Conseguentemente si pud impiegare il coeffieidi variazione di
X per valutare la numerosita campionaria relativa ai reddliti

Esempio 6.6.3Da molte indagini sul reddito personale si & constatato dhe i
coefficiente di variazione dello stesso sia pari),&0. Ricavare la numerosita
campionaria che garantisca con probabilitd — «) = 0,97 uno scarto relativo
(in modulo) fraX e y inferiore o uguale & = 0, 05.

Per poter applicare la (6.30) & necessario innanzitutvaie il valore di
2(1-008) = #(0,985)- Dalla tavola®(z) si ottienez( gg5) = 2, 17. Pertanto

1
n=(2, 17)2(0T)2(0,80)2 = 1205.

6.7 Determinazione della numerosita campionaria pertasstiella fre-
quenza relativa p

. X . . . \
Siap = — lafrequenza relativa campionaria. Come & n@t@p) = p, Var(p) =
n

1 . L . N . .
—pq. Pern elevatop ha una distribuzione che si puo approssimare con la corri-
noco.

spettiva v.c. normale. Pertanto

P{lp—p| < 2(1_gy0 ()} = (1 - a). (6.31)

Quest'ultima relazione pud essere impiegata per ricavaseguendo la stessa
procedura vista pgr. Si pone, pertanto, la condizione che con probaljlita )

si abbia|p — p| < d. Il valore di (1 — «) ed il valore did vengono fissati dal
ricercatore. Si vuole che

P{p—p| <d} = (1 - a). (6.32)
Pertanto, tenuto conto della (6.31), la relazione richi@siplica che

Z(l_%)d(ﬁ) = d.

Dato cheo (p) = g la relazione precedente diventa
n
VPa _ iz,
(1_%)\/ﬁ—d_>\/ﬁ—zl a)d —

n=z? Ly (6.33)
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Per poter applicare la (6.33) bisognerebbe conoscereoitevdip (che € oggetto
di stima). A parita diz%lig) e did? il valore din cresce al crescere g1 — p).
2

Allora si puo scegliere il valore massimo il — p)che & uguale 8,25 e si
realizza pep = 0,5. Si considera, quindi, ai fini del valore da assegnang la
condizione piu sfavorevole. Cio significa che per valorpdi 0,5 ci vorrebbe
una numerosita inferiore per garantire il valore(tli— «) ed il valore did. In
conclusione, mettendosi nella condizione piu sfavorevbi@lore din & fornito

da
5, 0,25

")

Esempio 6.7.1Si determinin in modo cheid = 0,02 e (1 — «) = 0,954.
Come e noto pefl — ) = 0,954 si haz( )= 2. Pertanto la numerosita

risulta

(6.34)

-3

0,25
=222 — 9500. 6.35
"2 70,02) (6-35)
La condizioned = 0,02 significa, ipotizzando ad esempio che= 0,4, che si
tollera uno scarto di, 02 fra p e p, ovverop deve trovarsi nell'intervall®, 38 <

p < 0,42 con probabilitéd, 954.

Porsi nella condizione piu sfavorevole & abbastanza ragae se l'ignota fre-
quenza relativaw € compresa nell'intervall@o, 3;0,7). In effetti in questo in-
tervallo il valore dip(1 — p) oscilla da0,21 a 0,25 ed il conseguente valore
di n secondo la (6.33) oscilla da100 (perp = 0,3 ep = 0,7) a 2500 per

p = 0,5. Se invece lignotg é situato verso gli estremi del suo campo di va-
riazione(0 < p < 1), il ricorso all'ipotesi piu sfavorevole conduce a humerosi
ta campionarie decisamente piu elevate di quelle necesi&arisi conoscesse |l
valore dip). Se siipotizza, ad esempip= 0, 25 la (6.33) fornisce

1 2
n = 2* (0 02) (0,15 - 0,85) = 1275.

Si ha cosi un valore dir decisamente piu piccolo di quello della ipotesi piu
sfavorevole.

Per ovviare a questo inconveniente si puo effettuare ungocampionamento pi-

lota di numerosita; per avere informazioni spie poi usare la stimg, , ottenuta

con questo primo campione, per ottenereon la (6.33) ovep viene sostituito

conp;. Quindi si fa un secondo campionamento di numerosjta n — n;.
Ecco il dettaglio di questa procedura
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i) Si effettua un primo campionamento pilota di numerosita Si calcola
p1 = 21 essendaX; il numero di unita portatrici della caratteristica di
. ni . . . .
interesse che si sono riscontrate nel primo campione.

i) Siricavan con la formula

o m(l—=p1)
TR e
iii) Si effettua un secondo campionamento di numerosifa= n — n;. Si

. Xo . L
calcolap, = —=, essendoX, il numero delle presenze della caratteristica
. ng i
di interesse che si riscontrano nel secondo campione.

iv) Lo stimatore dip & fornito da

X1+ Xo _ p1ny + pano
ni + no n ’

p=

Esempio 6.7.2Ricavare n con il campionamento in due parti con
(1-a)=0,94ed=0,02.

i) Si puo prenderer; = 500. Si pud supporre ch&’; = 100 di modo che

_ 100 __
pl—W—O,Q.

ii) La numerosita campionaria totale diventa

n = 22 1 = 1600.
(0,02)20,2-0,8

iii) La numerositans, = 1600 — 500 = 1100. Si pud ora supporr&s = 300

di modo che

300
by = o — (), 2727.
P2 = g9 = 02727

iv) La stima dip con il campione totale diventa

100 +300 400
1600 1600

p= =0, 25.



