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Definizione di funzione continua

@ Siaf:ACR— Resiaxg€ AN A’ (un punto di accumulazione
che appartiene al dominio di f). La funzione si dice continua in xg
quando:

lim f(x) = f(x
Jim £(x) = f(x0)
ovvero quando Ve > 0 Jr > 0 tale che, se |x — x| < r, allora
F(x) = F(0)] < €.
@ La continuita richiede che:
@ esistano e siano finiti il limite sinistro e destro:
@ il limite destro e sinistro coincidano;

@ tali limiti siano anche uguali al valore assunto dalla funzione nel
punto:

lim f(x) = lim f(x) = f(xo)

X=Xy X—)Xo

@ Una funzione si dice continua in un insieme quando & continua in
ogni punto di tale insieme.
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Tipi di discontinuita

@ Una funzione & discontinua in un punto xg, ovvero presenta un
punto di discontinuita in xg, se non & continua nel punto xg.
@ Punti di discontinuita di:
@ prima specie (discontinuita a salto): il limite sinistro e il limite
destro esistono e sono finiti, ma non coincidono:
lim f(x) # lim f(x)
X=X x—xt
0 0
@ seconda specie: almeno uno dei due limiti (sinistro o destro) non
esiste oppure & infinito

lim f(x) ~ Volim f(x)

X—rXq = X—>Xg =

@ terza specie (discontinuita eliminabile): i limiti sinistro e destro
esistono finiti e sono uguali tra loro, ma non coincidono con il valore
della funzione nel punto (o la funzione non & definita nel punto):

lim f(x) = (x) # f(x0)

X=Xy
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Esempi di discontinuita

2 -1

(a) Prima specie: f(x) = Iiil (b) Seconda specie: f(x) = (c) Terza specie: f(x) = x se
XT'H x#0ef(x)=1sex=0

Nota: negli esempi (a) e (b) le funzioni non sono definite nei punti di
discontinuita.
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Proprieta delle funzioni continue

@ Tutte le funzioni elementari sono continue nel loro insieme di
definizione.

@ Ogni funzione ottenuta a partire da funzioni elementari (come
somma, prodotto, quoziente e potenza delle stesse) o deriva da
composizione di funzioni elementari & continua nel suo insieme di
definizione.

o Teorema di Weierstrass: Ogni funzione continua su un insieme
chiuso e limitato assume valore massimo e valore minimo.

@ Teorema di Darboux: Una funzione continua su un intervallo
chiuso e limitato assume in tale intervallo, almeno una volta, tutti i
valori compresi tra il suo minimo e il suo massimo.

o Teorema degli zeri (corollario al teorema di Darboux): Sia f una
funzione continua su un intervallo chiuso e limitato [a,b] con
f(a)- f(b) <0, allora 3c € [a, b] : f(c) =0.
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Limiti fondamentali

o Funzione costante f(x) = k: limy_, 100 k = k
o Funzione identitd f(x) = x: limy_ 100 X = F00.
o Funzione esponenziale f(x) = a* con base:
e maggiore di 1 (a > 1): limyo_oo @ = 0; limy_s 400 @ = +00
e minore di 1 (0 < a<1): limyyy_oo @8 = +00; limei003 =0
o Funzione potenza f(x) = x" con esponente
o pari: limy_ 100 X" = 400
o dispari: limy_ o0 x" = £00
@ Funzione radice f(x) = y/x con indice

o pari: limy_joo /X = +00
o dispari: limy_, £oo ¥/x = +00

e Funzione logaritmica f(x) = log, x con base:

o maggiore di 1 (a > 1): lim,_,o+ log, x = —00; limy 400 log, x = +00
e minoredi 1 (0 < a<1):
lim,_,o+ log, x = 400; limy_ 4o log, x = —00

e Funzione valore assoluto f(x) = |x|: limy_+oo|X| = +00.
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Operazioni con i limiti

Date f e g due funzioni definite su uno stesso insieme A, con xp € A’ se
esistono i limiti al secondo membro valgono le seguenti uguaglianze:

@ Il limite della somma & uguale alla somma dei limiti:
Jim [f(x) +g()] = lim f(x) + lim g(x)

(I'uguaglianza perde di significato se si ottiene la forma
indeterminata 4+00 — 00).

o Il limite del prodotto & uguale al prodotto dei limiti:
Jim [f(x) - g(x)] = lim £(x)- lim g(x)
(l'uguaglianza perde di significato se si ottiene la forma
indeterminata 0 - o).
@ |l limite del rapporto € uguale al rapporto dei limiti:
im f(x) _ limy f(x)
x>0 g(x)  limyx, g(x)
(P'uguaglianza perde di significato se si ottengono le forme

indeterminate 0/0 o0 co/00).
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Operazioni con i limiti

o
lim f(x) ==+ lim —— — 0%
Jim f) =0 & lim 205 =
1
xhj)@ f(x)=0% < Xlljlo o)~ +oo
o

X—»X0 X—»X0

lim [£(x))E™) = [“m f(x)] lims . ()

(P'uguaglianza perde di significato se si ottengono le forme
indeterminate 1°°, 0° 0 cc?).

o Limite di funzioni composte: supponendo che g sia una funzione
continua in yp = f(xp)

im £ () = | fim 7(x)

X—+X X—rXo
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Algebra di infiniti e infinitesimi

i
Algebra di infiniti e infinitesimi e forme di indecisione

VkeR:k>0eVneN:n>0

k £ 00 = +o0;
k.05 =05 —k-0F =0T, 0t - 0* =0%;
k-+oo ==4o00; —k-+oo=Foo;, —+00-+o0 = +Fo0;
k —k
O—i::I:oo; O—i::Foo
k —k ot
:O:I:. :O$. :Oﬂ:.
400 ' +00 ' +00 '
too too _ +oo
kT PR o
+00" = +00; +o0” " =07; +00T® = +o0;

V400 = +00;

0--0" =0T

—00 - £00 = Fo0;

0-
+oo '

+o00

0- +

+o00”® =07T;

n' dispari.
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Forme di indecisione (o di indeterminazione)

Nelle seguenti sette forme, che coinvolgono funzioni il cui limite & oo
(infiniti) e 0 (infinitesimi), il valore del limite dipende dal
comportamento delle specifiche funzioni coinvolte.

@ Somma:
400 — 00
@ Prodotto:
0-00
o Quoziente:
00 0
oo’ 0

@ Potenza:
1 00 OOO
) )
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Ordine di infinito

e Una funzione f si dice infinita per x — xp quando limy_,, f(x) =

e Data una funzione infinita g(x) per x — x, rispetto a g(x)
(infinito campione, o fondamentale), |a funzione f & un infinito
di ordine a (a € R) se:

f

lim ( )
= [g()]F

@ Per un generico polinomio f(x) di grado n:

k#0

f(x):Za;xi:ao+a1x+a2x2—|—...+an_1x"71—I—a,,x"

assumendo g(x) = x, 'ordine di infinito per x — 400 corrisponde al
grado del polinomio (n).

S paix d
. i —| i . i—
lim % = lim g a;x' "=

X—>—+00 X X—>+00
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Confronto degli ordini di infinito

@ Date due funzioni infinite f e g per x — xg, per confrontarle
consideriamo il limite del loro rapporto.

o f ¢ infinita di ordine inferiore rispetto a g se:
f
lim 9 =0
X—rXQ g(X)

o f e g sono infinite dello stesso ordine se

- f(x)
Sim e K70

o f ¢ infinita di ordine superiore rispetto a g se:
f
lim 69 =
x> g(x)

o i due infiniti non sono confrontabili se:

f(x)

m
X—rXg g(X)
[ 13,21}
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Gerarchia degli infiniti e velocita di divergenza

@ Tra le funzioni elementari e gli ordini di infinito che generano per
x — +00 valgono le relazioni seguenti:

Iogax<<xb KX K< gt <« x*

cona>0,a#1,0<b<c 1<d<g,dove << (“molto minore
di") indica il passaggio a un ordine di infinito superiore.

@ In modo analogo, data una funzione infinita f(x) per x — xo:
log, f(x) < f(x)? < f(x)° < df® « g <« f(x) ™

cona>0,a#1,0<b<c l<d<g.
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Principio di eliminazione degli infiniti di ordine inferiore

o Per x — xp, siano date le funzioni f(x), F(x), g(x), G(x) con
o F infinita di ordine superiore rispetto a f: limy_, ;();) 0
e G infinita di ordine superiore rispetto a g: limx—, G((X =0

se i limiti esistono si ha:

i 020 (A1) FO)
x=x0 g(x) + G(x)  x—=x (ﬁ + 1) G(x)

(Ilmx_m0 F(( )) + 1) limy_x, F(x)

(Iimx_,XO g 1) limy—sx, G(x)
(04 1) limy sy F(x)  limyy, F(X)
0+ D) lime sy, G(x)  limyeyy, G(X)
F(x)

e In somme/differenze di infiniti pud considerarsi solo I'inf. di ordine
superiore, che prende il nome di parte principale dell’infinito.
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Ordine di infinitesimo

@ Una funzione f si dice infinitesima per x — xg se limy_,5, f(x) = 0.
o Data una funzione infinitesima g(x) per x — x, rispetto a g(x)
(infinitesimo campione, o fondamentale), la funzione f & un

infinitesimo di ordine a (a € R) se

f
lim ( )

= [g(x)]?
@ Per un generico polinomio f(x):

= k#0

m—+n

— E ai X' = am X"+ ame1 X 4 4 A, x™"

assumendo g(x) = x, 'ordine di infinitesimo per x — 0 corrisponde
all’esponente minore (m).

Zm+n i m—+n
li 2ai=m X li -m _
im = lim a; X =
x—0 xm x—>0

= lim (am +ampiX+ ..o+ amenx") = am
x—0
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Confronto di ordini di infinitesimo

o Date due funzioni infinitesime f e g per x — xg, per confrontarle
consideriamo il limite del loro rapporto.

o f ¢ infinitesima di ordine superiore rispetto a g se:

im @ =
xlaxo g(X) 0

e f e g sono infinitesime dello stesso ordine (zeri di pari ordine) se

p
im ﬁ =k#0
x=% g(x)
o f & infinitesima di ordine inferiore rispetto a g se:
lim @ = 00
x—x g(x)
o i due infinitesimi non sono confrontabili se:
59 lim M
X—rXQ g(X)
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Ordini di infinitesimo e velocita di convergenza a zero

@ Per x — 0, le potenze generano ordini di infinitesimo superiori al
crescere dell’esponente:
x? < xP
cona>b>0.

@ Piu una funzione diverge velocemente all’infinito, piu il suo reciproco
converge velocemente a zero:

1 1 1 1 1
— << — < =5 << K 5K
dx xb 7 log, x

cona>0,a#1,0<b<c l<d<g,
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Principio di eliminazione degli infinitesimi di ordine
superiore

o Per x — xp, siano date le funzioni f(x), F(x), g(x), G(x) con
o F infinitesimo di ordine superiore rispetto a f: limx_, l;((x)

o G infinitesimo di ordine superiore rispetto a g: limy_,
se i limiti esistono si ha:

F(x)
R f(1+F9)
lim W = lim YA
X—X X X X=X X
°& " g(x) <1+g(><))
im,cssq () limer, (14 789 )

. G(x
liMy—x &(X) liMyg_x, (1 + (( )))
. f(x)
lim —
x=% g(x)
@ In una somma/differenza di infinitesimi si pud considerare solo
I'infinitesimo di ordine inferiore, che prende il nome di parte
principale dell’infinitesimo.

g(x)
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Simbolo o

o Date due funzioni f(x) e g(x) definite in un intorno di xp, per
X — Xp si ha

se
lim —< =0
= g(x)
o f & “o piccolo” di g per x che tende a xy se f assume valori che
sono trascurabili rispetto a quelli assunti da g nell'intorno xg.

lim f(x) =0 = f(x) = o(1)
Xli_>n;|( f(x)=k = f(x) =k +o(1)

@ Per il simbolo "o piccolo” valgono le seguenti uguaglianze:
o(kg(x)) = o(g(x)) k€ Rk #0
h(x) o(g(x)) = o(h(x)g(x))
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Asintoti obliqui

@ Una funzione f definita in un intorno di 400 (—o0) e tale che:

XIme f(x) =00
ammette un asintoto obliquo, dato dalla retta y = mx + q, se per
X — 00 si ha:
f(x)=mx+q+o(1)

@ In particolare, il grafico di f ammette la retta y = mx 4+ g come
asintoto obliquo se e solo se esistono e sono finiti i seguenti limiti:

Xli%mw@ =m#0
lim (f(x) —mx)=gq

X—r00
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