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Definizione e interpretazione della derivata

Definizione di derivata

@ La derivata formalizza |'idea di reattivita o sensibilita della variabile
dipendente al cambiamento della variabile indipendente.

e Siaf: ACR — R e xp € int(A) (un punto
interno ad A).

o Il rapporto incrementale &: v+ p
A
Af  f(xo+ h) — f(xo) fixorh) )
h o (XO —|— h) — X0 b im/
o La derivata della funzione f nel punto xg, fixo) A .
f’(x), & il limite del rapporto incrementale, se - b
esiste finito, per h — 0: xoh xo xo+h *

F(x0) = ,liLnO f(xo + hlz — f(x0)
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Derivata di una funzione lineare

@ Data una funzione lineare:
f(x)=mx+gq
la derivata & costante e pari al coefficiente angolare:

F(x0) = lim f(x+ h) — f(x)

h—0 h o

_ fim M+ h) 4+ g~ (mx+q)

o h—0 h x=x0
i mh

=lim—=m
h—0 h



Definizione e interpretazione della derivata

Derivata di una funzione quadratica

@ Data una funzione quadratica:
f(x) =ax*+ bx+c
la derivata & una funzione lineare:

f'(x0) = i|1i—r>no W

X=Xp
i a(x + h)?> + b(x + h) + ¢ — (ax*> + bx + ¢)
h—0 h

X=X

i ax? + ah? + 2axh+ bx+bh+c—ax® —bx—c
hlno h

. ah? + 2axh + bh
lim —M8MM
h—0 h

2ax+ b

X=X

= lim(ah + 2ax + b)
h—0

X=Xo X=Xp

X=X



Definizione e interpretazione della derivata

di Lagrange, Leibniz e N

Significato geometrico della derivata

@ Se consideriamo il punto iniziale (xo, f(xg)) e
il punto incrementale (xo + h, f(xo + h)), il
coefficiente angolare della corda che i
congiunge & espresso da:

~ f(xo+h)—f(xo) Af

(X0+h)—X0 h

@ Essendo f'(x) il limite del rapporto
incrementale per h — 0, la derivata f(x) in
xp € il coefficiente angolare della retta
tangente al punto (xg, f(x0)):

y = f(x0) + f'(x0) - (x — %)

y La ,
f(xo+h) A
N P
retta
tangente
f(xo0) r
Ax
= b
xo-h x0 xo+h x
s
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Notazione di Lagrange, Leibniz e Newton

Data una funzione y = f(x), la derivata (prima) e la derivata seconda
(la derivata della derivata) di f(x) si indicano rispettivamente:

e nella notazione di Lagrange con:
f'(x) f"(x)

@ nella notazione di Newton, adottata di solito in fisica nelle
equazioni differenziali per indicare la derivata rispetto al tempo, con:

y y
@ nella notazione di Leibniz, la pil antica tuttora in uso e in cui si

utilizza il simbolo d (letto “de") usato da Leibniz per gli infinitesimi
(da cui “calcolo infinitesimale” ), con:

dy &y
dx dx?

7/1
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Sul concetto di infinitesimo

@ Per Leibniz gli infinitesimi erano numeri minori in valore assoluto di
ogni numero reale positivo, ma diversi da zero.

o Il concetto di infinitesimo tuttavia sembrava contraddittorio (gli
infinitesimi sono considerati numeri sia diversi sia uguali a zero), per
questo nel XIX secolo Cauchy e Weierstrass rifondarono il calcolo
infinitesimale sul concetto di limite.

@ Robinson (1966) rifonda I'analisi sul concetto di infinitesimo dopo
averlo ridefinito in modo rigoroso.

o Gli infinitesimi sono numeri dx tali che, Vn € N7, 0 < dx < %

o In R non esiste alcun numero dx tale da soddisfare la condizione
sopra, ma il teorema di compattezza assicura che esiste un insieme
che include gli elementi per cui questo avviene.

o La somma di un numero reale x e di un numero infinitesimo dx & un
numero iperreale x + dx.

o Definita la funzione st(x) (parte standard) che, dato un numero
iperreale, ne restituisce la parte reale, la definizione di derivata é:

£ — st (f(x + d(;:z - f(x))
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Derivate delle funzioni elementari

Funzione primitiva f(x) Funzione derivata 7’'(x)

c 0

x? ax® 1
a* a‘lna
eX eX
log,, x —+
In x 1/x
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Regole di derivazione

@ Derivata di una somma:
Df(x) + g(x)] = f'(x) + &'(x)
@ Derivata di un prodotto:
D[f(x)-g(x)] = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)
o Derivata di un quoziente:

D {f(X)} _ (%) -&(x) - f§><) -&'(x)
lg(x)]

o Derivata di una funzione composta:

D[f[g(x)]} =f [g(x)} -g'(x)

g(x)
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Derivabilita e continuita

e Siaf:ACR—Rexy €A Sein xp f & derivabile, ovvero esiste il
limite del rapporto incrementale, allora & anche continua.

@ La continuita & condizione sufficiente ma non necessaria della
derivabilita: possono esistere punti in cui f & continua ma non
derivabile.

@ La funzione f non & derivabile e presenta un punto angoloso in
xo € int(A) quando limite destro e sinistro del rapporto incrementale
non coincidono:

. f(Xo + h) — f(Xo) .
h|—|>n3— h 7 h|l>n8+

f(XO + h) — f(Xo)
h

@ Ogni funzione ottenuta a partire da funzioni elementari (come
somma, prodotto, quoziente e potenza delle stesse) o che deriva da
composizione di funzioni elementari & derivabile nel suo insieme di
definizione, salvo poche eccezioni (es. |x| in x = 0).



Derivabilita e c
Derivate succes:

Continuita, derivabilita e derivate successive
Esem con le

Derivate successive

o Definito f/ dal limite del rapporto incrementale di f, & possibile
definire un'ulteriore derivata f” dal limite del rapporto incrementale
di f'.

e Sia f : AC R — R derivabile in xg e xp € int(A). Si definisce
derivata seconda di f in xp il seguente limite, se esiste finito:

. f'(x0 + h) — f'(x0)
17 _
7o) = fim =

@ In modo analogo si definiscono la derivata terza (f'”(x)), quarta

(F¥(x)). .., n-esima (£7(x)).



Continuita, derivabilita e derivate successive

Un esempio con le leggi del moto

@ Sia s(t) una funzione che in ogni istante t fornisce la distanza
percorsa da un corpo (per es. un'automobile) lungo una traiettoria.
o |l rapporto incrementale spazio/tempo a partire dall'istante tg
rappresenta la velocita media nell'intervallo [ty, to + h] (es. i Km
percorsi in un’'ora se h = 60 e il tempo & misurato in minuti):
As  s(to+ h) — s(to)

h h

@ Passando al limite h — 0 otterremo la velocita istantanea in t:

s(t+ h) — s(t)

v(t) = lim
( ) h—0 h
o La derivata seconda, il limite del rapporto incrementale

velocita/tempo, ci fornisce I'accelerazione istantanea:

a(t) = L@ow
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Derivate e calcolo marginale in economia

Derivate e inflazione

Nell’autunno del 1972, il presidente Nixon annuncio che “il tasso di aumen-
to dell’inflazione stava diminuendo”. Probabilmente la prima volta che un
presidente in carica ha usato la derivata terza per aumentare le possibilita di
essere rieletto.

(Fermat'’s Library su Twitter, 21 Settembre 2019)

o Dato il livello generale dei prezzi all'istante
t, p(t), la velocita di variazione dei prezzi
(inflazione) &:

7T(t') _ p/(t) _ ATO p(t + hl)7 — p(t)

e Aumento/diminuzione dell'inflazione
(accelerazione/decelerazione della
variazione dei prezzi):

7'(t) = p'(t) = flyino w
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Calcolo marginale

. . . . Elasticita
Derivate e calcolo marginale in economia

Calcolo marginale

@ In economia si utilizza la nozione di derivata ogni volta che si fa
riferimento a grandezze al margine (o marginali).
o Esempi:

o produttivita marginale: derivata della funzione di produzione
rispetto a un fattore (quantitd aggiuntiva ottenibile aumentando di
un'unita I'impiego del fattore. Es. lavoro).

o costo marginale: derivata della funzione di costo rispetto alla
quantita (costo dell’'ultima unita prodotta).

e ricavo marginale: derivata della funzione dei ricavi rispetto alla
quantitad (aumento dei ricavi ottenibile vendendo un’unita in piu).

o utilita marginale: derivata della funzione di utilita rispetto a un
bene (beneficio ricavabile dal consumo di unita aggiuntiva del bene).

o saggio marginale di sostituzione: derivata lungo una curva di
indifferenza (quantita di un bene cui si & disposti a rinunciare per
ottenere in cambio un’unita aggiuntiva dell’altro bene).

o saggio marginale di trasformazione: derivata lungo la frontiera
efficiente (quantita di un bene cui si deve rinunciare per destinare le
risorse all'aumento di un'unita di un altro bene).



Derivate e calcolo marginale in economia

Elasticita

o |l rapporto incrementale (rapporto tra variazioni assolute, Ay e
Ax) come misura della reattivita di y a x ha lo svantaggio che la
misura di reattivita dipende dalle unita di misura utilizzate.

@ Per rendere indipendente la misura dalle unita e possibile utilizzare il
rapporto delle corrispondenti variazioni relative: Ay/y e Ax/x.

@ Sia f : AC R — R una funzione derivabile con xp € int(A), xo # 0 e
f(x0) # 0. L'elasticita di f in xp (€¢(x,)) € il limite per h — 0 del
rapporto delle variazioni relative:

f(xo+h)—f(x
€f(xo) = lim (Ot&") - 0 fim floth) = o) _ f'(x)
0 T h50 h ~ f(x0) h0 h f(xo)

X0

@ Da notare che, poiché D[Inx] = 1/x e D[In f(x)] = f'(x)/f(x),
I'elasticita si pud esprimere come rapporto tra differenziali di
logaritmi:

diny

dInx

€f(x0) =



Derivate e calcolo marginale in economia

Elasticita

Per I'elasticita valgono le seguenti relazioni:

. I C.) I (€. N
f(x0)+g(x0) f(x0) + g(x0) f(x0) f(x0) + g(x0) g(x0)
_ f(x) g(x0)
€f(x0)—g(x0) = €f(x0) — €g(x0)
TERO T f(x0) —g(x0) Y f(x0) — gl(x) &7°

€f(x0)-g(x0) = Ef(x0) T Eglx0)

€f(x0)/8(x0) = €f(x0) ~ €glx0)
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