Analisi Matematica II per il corso di Laurea Triennale in Matematica

Dipartimento di Matematica e Applicazioni, Universita di Milano — Bicocca
Esercizi: funzioni in pia variabili e calcolo differenziale.

Versione del 25 novembre 2019

Indice

1 Domini e curve di livello di funzioni in pita variabili. 1

2 Limiti. 2

3 Continuita e differenziabilita. 2

4 Ulteriori esercizi 5
4.1 Funzioni CONVESSE . . . . . v v v v i i e e e e e e e e e 7
4.2 Matrice Jacobiana . . . . . . . .. e e e e e e e 7

Solo alcuni degli esercizi hanno la risposta (scritta in piccolo in parentesi quadre).
Gli esercizi con “*” sono piu difficili degli altri !

1 Domini e curve di livello di funzioni in pitu variabili.

1. Delle funzioni di seguito indicate, si determini il dominio, lo si disegni e si traccino alcune
curve di livello:

fi(z,y) = log(z — y) folz,y) = ef“f ~1
fs(@,y) = xy ﬁmw=%

fs(x,y) = i;z fﬁ(xay):%w
f7($7y):$€_y fS(xay): \)i—l’?
folw,y) = Ze* fo(w.y) =2 (y ~ log)

2. Sia f(z,y) =log (1 — £ — ¥) . Si determini il dominio e le curve di livello di f.

3. Sia f(x,y) = v/9 — 22 — y2. Si determini il dominio di f e si disegni il grafico z = f(x,y).
4. Sia f(z,y) = e* ~¥". Si determini le curve di livello di f.

5.% Sia z = f(z,y) la funzione definita da z > 0, 22 + (y — 2)? = 222. Si determinino le curve di
livello della funzione f;

6. Delle funzioni di seguito indicate si descrivano le superfici di livello:

fi(z,y,2) =log(a® + y* + 22) fo(z,y.2) = (x + 2y + 32)°
falz,y,z) =20+ Fala,y, z) = elzl+lyl+1z



2 Limiti.

1. Determinare, nel caso in cui esistono, i seguenti limiti di funzione

. 1 r+y
a. lim 2% + y?) sin — b. im —_
<m,y>»<o,o>( v) r?y ll(.9) =00 22 + y2
, x 2 +y
c. lim d. lim -5
(z,y)—(0,0) 9:2+ 2y2 (z,y)—(0,0) ° +y
_ M—zy—1
e. lim % f m WA A
(z,9)—(0,0) T« + Yy (x,y)—(20,0) Y
z® + P T Yz + sin(ya?)

T @) o(00) 22 1 y* (zy)—(00) x4yt
[a. 0. b. 0. c. A. d. A. e A g. A h 0]

2. Sia f:R?\ {z = 0} — R definita da f(x,y) = yer. Si calcoli

lim x,
(z,y)—(0,0) fz-9)
[AB ]
3. Determinare, se esistono, i seguenti limiti di funzione
sin (¢/7y) o N
a. —_— ) im @ @——
(2,y)—(0,0) /a2 + y* (z,9)—=(0,0) N/ (x2 + |y|)?3
[a. 0. b.A.]

3 Continuita e differenziabilita.
1. Si stabilisca se esiste qualche funzione f : R? — R continua tale che per (z,y) # 0 si abbia

[(z — 1)% + y?] log[(z — 1)* + 4]

fla,y) = :
=] + [yl
[No.J
2. Sia
42 — 2 5 5
f(x,y) — marctan (1’\/1’ +y ) , Se (x,y) 7£ (070)
0, se (z,y) = (0,0)
Si stabilisca
a. se la funzione f ¢ continua nell’origine;
b. se la funzione f ¢ differenziabile nell’origine. fa. Si. b. Si

3. Sia .
Flz,y) = E arctan (ac2 + y2) , sey#0
’ sey =0

)

Si stabilisca

a. se la funzione f ¢ continua nell’origine;

b. si calcolino le derivate parziali in (0,0). [a. No. b. V(0,0) = (0,0).]

4. Sia . .
_ ) (7 —272%)logly — 3z|, sey#3u
flz,y) = {0, se y = 3x

Si stabilisca per quali punti della retta y = 3z



6.*

8.*

9.%

10.*

a. la funzione f e continua;
b. f ammette derivate parziali;

¢. f ¢ differenziabile. [a. Tutti. b. Solo (0,0). c. Solo (0,0).]

Sia
fla,y) = /a4 sin’(y)
a. Per ogni versove v = (cos 8, sin ) si calcoli la derivata direzionale D, f(0,0);

b. si stabilisca, in base al risultato precedente, se esiste il piano tangente al grafico della
funzione in (0,0). fo. YcoA FoTB. b No

Sia « reale e positivo e
25 +yt

flx,y) = (22 + y2)o 4 22y’
0, se (x,y) = (070)

Per quali o

a. f & continua nell’origine;
b. f ammette derivate parziali nell’origine;

c. f ¢ differenziabile nell’origine.
f z & [a. <2, b. a<3/2. c. @ <3/2.]

Sia ,
] 1, sey=2z°, x#0
flay) = {O, altrimenti
a. Si stabilisca se la funzione f & continua e se & differenziabile nell’origine;
b. per ogni versove v = (v1,v3) si calcoli la derivata direzionale D, f(0, 0);

c. f & continua in {(z,y) : y < 0}?

1 gmayt?
f(x,y)Z/ —dt
0

Sia
t
Si provi che f & definita e differenziabile su tutto R2. Si calcoli
[z, y)

(@9)—=(0,0) /22 + 2
[0.]
Sia « reale fissato e
sin (m2y2)a
_ ) —————, se 0
f(xay)* x2y+y3 y#
x, sey=20

Si stabilisca per quali valori di «

a. la funzione f e continua nell’origine;

b. la funzione f ¢ differenziabile nell’origine. fa. o> 3/4. b Nessuno,]
Sia

0, sex =0

f(x,y)Z{(I+y)€ 5727 se x#0

Si stabilisca per quali ¥



a. la funzione f & continua in (0, yo);

b. la funzione f ¢ differenziabile in (0, yp).

11. Sia

e(w?’—w sin? y) _ 1

flz,y) = 2 + 92 ’

0, se (z,y) = (0,0)

Si stabilisca se nell’origine

a. la funzione f € continua;

[a. Yyo. b. Yyo #0.]

b. la funzione f ammette derivate direzionali D, f(0,0) e in caso affermativo le si calcoli;

c. la funzione f ¢ differenziabile.

[a. Si. b. Si. ¢. No.J

12. La funzione f : R? — R, nulla sugli assi coordinati e definita da f(z,y) = 2?log|zy| nel

complementare degli assi ¢ differenziabile in (0,0)?
13.* Sia « parametro reale e

flz,y) = m se (z,y) # (0,0)

0, se (z,y) = (0,0)
a. Dimostrare che f & continua in (0,0) se e solo se o > 3
b. dimostrare che f ¢ differenziabile (0,0) se e solo se o > 1.

14. Siaa>0e
22y?

a/2
flz,y) = (M) se (,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

Al variare di «

a. si stabilisca se f & continua e differenziabile (0, 0);

b. si calcolino le derivate parziali in (0, 0).

[No.]

[a. continua Yo, differenziabile Voo > 1. b. Vf(0,0) = (0,0)./

15. Sia f: R™ — R, con n > 2, definita da

f(x) = { ] <1 _6;12> sex; #0

0 sexy =0

ove X = (x1,Z2,...,T,) indica un vettore e ||x|| la sua norma euclidea.

a. Si stabilisca se f ¢ continua nell’origine 0;
b. si calcolino Vf(0) e D, f(0), dove v & una qualsiasi direzione;
c. si stabilisca se f e differenziabile in 0.
16. Sia f:R? — R definita da
zy?
f(x’y): $2—|—y74 Sef#()
0 sex =0

a. Si stabilisca se f & continua nell’origine e ivi differenziabile;

b. si calcoli Vf(0) e D, f(0), dove v & una qualsiasi direzione.

[a. Si. b. Dy f(0) =0, Yv. c. No.|

[a. No.]



17. Sia f : R? — R definita da

—v/xy sex <0, y<O
0 altrove

Vxy sex>0,y>0
fla,y) =
a. Si stabilisca se f e differenziabile nell’origine;
b. si calcoli, se esiste, la derivata direzionale nell’origine secondo la direzione del vettore
(1,1). fa. Noy

18. Si stabilisca se la funzione - |
—lr—y
f(z,y) = log <>

1 — ||

e differenziabile nell’origine. [a. No.]
19. Si stabilisca in quali punti del suo dominio la funzione
fla,y) =y =1 (e" = 3)

¢ differenziabile.

Ulteriori esercizi

1. Sia f: R? — R definita da
F(x) = |l
ove x = (1, z2) indica un vettore e ||x|| la sua norma euclidea.
a. Si disegni il profilo di f;
b. si calcolino Vf(x) e D, f(x), dove v & la direzione individuata dal vettore (—1,1);

si scriva 'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,1,2/e?);

o

d. si scriva la formula di Taylor di f centrata in (1,0), arrestata al secondo ordine.

2. Sia f: R™ — R, con n > 2, definita da

_ S Ix[[log [|x|| se |x]| #0
flx) = {o, se ||| = 0

ove x = (r1,Z2,...,Ty) indica un vettore e ||x|| la sua norma euclidea.

a. Si disegni il profilo di f;
b. si calcolino V f(x) e D, f(x), dove v ¢ la direzione individuata dal vettore (1,1,...,1);

si disegnino le curve di livello per n =2 e n = 3;

o

d. si scriva la formula di Taylor di f centrata in (2,0,...,0), arrestata al secondo ordine.
Nello stesso punto si scriva I’equazione del piano tangente.

flzy) =q 22+ 42

. . . 9% f 9% f
Si calcolino le derivate 775-(0,0) e 75-(0,0). /BicQéfy ©0.0)=1, Bayzafm 0.0) =0,



. Delle funzioni di seguito indicate, si scrivano i polinomi di Mc Laurin arrestati al secondo
ordine:

fila,y) = log(3 + 2% — y) folyy) = e T 1

fs(z,y) =ay+2°+y fa(z,y) = yil

f5(w,y) = sin(xy) fe(z,y) = sin(z) cos(zy)

f7(‘r7y7 Z) = xez - yew +z fS(l.vya Z) = COS(SIJ2 + y2 + 22) - 10g(1 - ‘T2 - y2)

. Sia f: R? — R definita da

1 0 2
F(x) = [lx][?e= 4% a=[0 3
2 -4 3

con X = (z1,Z2,3).
a. Sicalcolino Vf(1,0,1) e D, f(1,0,0), dove v ¢ la direzione individuata dal vettore (1,1, 1/2);
b. si scriva il Pequazione del piano tangente al grafico di f in (0,0, 0,0).

. Delle funzioni di seguito indicate, si scrivano i polinomi di Taylor arrestati al secondo ordine
nel punto indicato:

fl(x7y) = log(3 + a? — y) (:L‘o,y()) =(1,3)
f2(337y) :.’Ey2+$2+ \3/? (x()ayo) = (1?_1)
fg(l',y,Z) :xez_yea:+z (x07y0730) = (17_1v1)

. Sia f:R®™ - R, con n > 2, definita da
1
— J Ix[?e” ™7 se x| #0
X) =
1 {O, se ||x]| =0
ove X = (x1,Z2,...,Ty) indica un vettore e ||x|| la sua norma euclidea.

a. Si disegni il profilo di f e, per n = 2, il grafico di f;

b. sicalcolino V f(xo) e Dy f(x0), dove v ¢ la direzione individuata dal vettore v = (1,1,...,1)
e xo=(0,0,0...,0,1).

c. siscriva la formula di Taylor di f centrata in xg, arrestata al secondo ordine. Nello stesso
punto si scriva ’equazione del piano tangente al grafico di f.

. Sia f:R®™ - R, con n > 2, definita da

oo = LI (1= T) e 20

0, sexy =0
ove x = (1, Z2,...,2,) indica un vettore e ||x|| la sua norma euclidea.

a. Si studi la continuaitd di f nell’origine;
b. si calcolino Vf(0) e Dy f(0), per ogni v;

c. si studi la differenziabilita di f nell’origine.



4.1 Funzioni convesse

1. Delle funzioni di seguito indicate, si determinino i valori del parametro « per cui f é convessa
o concava nel suo dominio:

fi(z,y) = 2% + y* — alog(z®y?) ol y) = €242 _ 1
fs(@,y) = azy — 1722+ y ) \ fa(z,y) = ot — ay?
fo(w,y,2) = (x =27+ (2+2)" + (y + ) fo(@,y) = all(z, )|
fr(z,y,2) = —2? — day + o*2° + ax 4 2ax2 — 2
2.* Sia || - || : R™ — [0,00) una norma. Si pongano condizioni su tale norma affiché la funzione

f:R™ = [0,00), definita da f(x) = el*Il, sia una funzione convessa.

3.* Sia f: R? — R definita da f(z,y) = —221° — 22e=¥" — y® + 1; si derminino tutti i valori della
costante « per cui si ha

f(xay)_f(ovl)_ay+a§0a V(x,y)€R2.

2?4yt
4. Sia f : R? — R definita da f(x,y) = / e’ dt. B convessa ?
0

4.2 Matrice Jacobiana

4

Tty
1. Sia f : R? — R? definita da f(z,y) = </ el dt,xy,?:ry3> . Si calcoli la sua matrice
0

jacobiana.
2. Sia f : R? — R definita da f(z,y) = 24+ i calcoli la matrice jacobiana di Vf : R? — R2.
3. Si stabilisca se f : R? — R? definita da
fay) = (@ +y)e " (@ +y)e )
¢ invertibile in un intorno di (1/2,—-1/2).

4. Si verifichi che la funzione f : R? — R? definita da

flz,y) = (/;2 et dt, /:/ et dt)

é localmente invertibile in (1,0). Si calcoli la matrice Jacobiana di £~ in (— fol et’ dt, — fol et' dt) .
5. Si stabilisca in quali punti del tipo (x¢,%0,0) la funzione f : R* — R3 definita da
fz,y,t) = (z%y%, 2® + ta®, 2® + yt)

é localmente invertibile. Sia inoltre zy = f(1,2,0); si calcoli la matrice Jacobiana di £~ in z.



