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1 Successioni di funzioni

1.9 Data una successione {a, },>o di numeri reali, si consideri la funzione f,,, definita da
Ny, T se0<ax<1/n
fn(@) =4 a,(2—nz) sel/n<z<2/n
0 altrove.

Si studino le convergenze puntuale e uniforme di {f,}.

2.9 Data una successione {a, }ney di numeri reali non negativi, si consideri la successione {f,}
definita da f,(x) = 2™e"%"*. Si studino le convergenze puntuale e uniforme di {f,} in [0, c0)
nei seguenti casi:

a. a, =n,
b. a, =+/n,
c. ap =n?,

d. a, =1/n.

3.5 Data una successione {an }nen di numeri reali, si consideri la funzione f,, definita da

_fa(1—nz) se0<z<1/n
fn(@) {O altrove.

Si studi la convergenza puntuale di {f,} e si stabilisca se la convergenza & uniforme in R in
ciascuno dei seguenti casi:

a. ap, = 1/n;

b. {a,} successione qualsiasi.

4.5 Si studino le convergenze puntuale e uniforme in R della successione {f, }, definita da

fn(x) = arctan(nx) Vr € R.



5.9

6.9

7.8

9.9

10.

11.

Data una successione {a, }nen di numeri reali positivi, si consideri la successione {f,,} definita
da
fn(x) = anz™ Vz € R.

Si studino le convergenze puntuale e uniforme di {f,} in ciascuno dei seguenti casi:
a. a, =n%, con a reale positivo;
b. a, =1/y/n.
Data una successione {ay, }nen di numeri reali, si consideri la funzione f,, definita da
fol(x) = anlp, 1) (2) Vo € R.
Si studino le convergenze puntuale e uniforme della successione {f,,}nen in RT.

Data la successione {f,}, definita da

1
M se —l<z<1/n
n+1 9
fol@)=q n—nx+2 sel/n<z<1+2/n
n+1

altrove,
se ne studino le convergenze puntuale e uniforme in R.

Data una successione {a, }nen di numeri reali, si consideri la funzione f,, definita da
2
falz) = e~ (@) vz € R.

Si studino le convergenze puntuale e uniforme di {f,} nei seguenti casi:

a. ap = (—1)"2,

b. a, =n,

c. an=1/n.

Si consideri la funzione f,, definita da
Jn(z) = e (71 cos (e(w_l/")2) .

a. Si studi la convergenza puntuale di {f,}. Si verifichi che {f,} converge uniformemente
in ogni compatto K.

b. Si studi la convergenza uniforme di {f,} in R.

Sia .
W@ = e

Si dimostri che {f,,} converge uniformemente in R a una funzione f e che I’equazione

f'(x) = lim f;(x)

n—roo

VreR, VneN.

vale se  # 0, ma non se z = 0.

Si consideri
fo(x) =2 "/™ Ve (0,1).
E vera la relazione

1 1
lim fo(z) do = / lim f,(x) dz ?



12. Si calcolino i limiti

e 3
lim [ (logz)"dz e lim [ (logz)" dz.

n—oo 1 n—oo 1

[0, oo.]

13. Data la funzione
folz) =€ Ja|/" Yz eR,

a. si determini 'insieme E di convergenza semplice della successione {f,} e si calcoli la
funzione limite;

b. si determinino i sottoinsiemi di E in cui la convergenza di {f,,} & uniforme.
[a. E = (—00,0], f(z) =0. b. (—o0,a] con a <0 fissato.]

14. Si consideri na
fulz) = / 3 e tat Vo € R.

a. Si determini 'insieme E di convergenza puntuale della successione {f,} e la funzione
limite f.

b. Si stabilisca se la convergenza ¢ uniforme in E.

[a. E=[0,00), f(z)=cl{oy(z) con c costante negativa. b. No.]

15. Data la funzione
\/ﬁznfl

n = y1 )
fn(x) T+ Vo € [0,1] Yn e N

a. si caleoli il lim f,(x) e si stabilisca in quali intervalli del tipo [0,a] la convergenza di
n—oo

{fn} & uniforme;
1 1
b. si stabilisca se lim fn(z)de :/ f(z)dz.
0

n— o0 0

[a. f(z) = c0l1y(x); 0 <a <1 fissato. b. Si.]

16. Siano a € R e f, , la funzione definita da
fralx) =nz(1— x2)".

a. Si determini l'insieme E, di convergenza semplice di {fy. 4} nen € si calcoli la funzione
limite;
b. si stabilisca se la convergenza ¢ uniforme in FE,.
[a. Eq = [—V2,V2] se a < 0; Eq = (—v/2,V2) se a>0; f(z) =0. b. Si pera<0.]

17. Data la funzione
(z—1)"

r—1
14z )

fulx) = arctan(n
a. determinare 'insieme FE di convergenza semplice della succesione {f,} e si calcoli la
funzione limite;

b. determinare i sottoinsiemi di E in cui la convergenza di {f,} € uniforme.

18. Per ogni a in R* ed n in N, si consideri la funzione

na mn—3/2

fn,a(m> = W

vz € (0,1).

a. si determini l'insieme E in cui {fy ¢ }nen converge semplicemente e si calcoli la funzione
limite;



19.

20.

21.

22.

23.

b. si determinino i sottoinsiemi di E in cui la convergenza di { fy q }nen ¢ uniforme;

c. si stabilisca per quali valori di a vale la relazione

n— oo

1 1
lim fn,a(q;)dx:/ lim f, q(x)dz
n—oo 0 0

Per ogni intero positivo n si consideri la funzione f, : R — R, definita da

ful@) =nze Vre,

a. Si disegnino i grafici delle funzioni f,, e si studi la convergenza puntuale di {f,,} in [0, c0);
b. in quali sottoinsiemi di [0, 00) la convergenza di {f,} & uniforme?
c. Si calcolino i limiti seguenti:

T 1

lim fn(2) e dr e lim fn(z) e dx.
n—o0 1 n—o0 0

Per ogni intero positivo n si consideri la funzione f,, : R\ {0} — R, definita da

(x+ 1)

fo(z) = m

a. Si determini l'insieme di convergenza puntuale della successione {f,}.

b. Si studi la convergenza uniforme di {f,}.

Per ogni intero positivo n si consideri la funzione f,, : R — R, definita da

x
n+ [x]

fulw) = log(n + |).

a. Si determini l'insieme di convergenza puntuale della successione {f,}.

b. Si studi la convergenza uniforme di {f,}.

Sia f,, : R* — R la funzione definita da

1 "

U R e P

a. Si studi la convergenza puntuale di {f, }nen.

b. Si studi la convergenza uniforme di {f, }nen-

Sia f,, : R — R la funzione definita da

Ful@) = /1 <

1+ 92

Dopo aver verificato che le f,, sono continue, si determinino gli insieme di convergenza puntuale
e di convergenza uniforme di {f,}.
Serie di funzioni

Sia {fn}nen come nell’Esercizio 1.1.1. Si studino le convergenze puntuale e uniforme della
serie Y| f nei seguenti casi:

a. a, = 1/n?%



b. a, =1/n;
c. ap = (—=1)"/n.

2.5 Sia f, la funzione definita da

y 1
02 se x < g
falz) = { sin® (%) seﬁ§x<%
0 se%ﬁx.

a. Si determini I'insieme E di convergenza puntuale della serie >, f, e si mostri che la sua
somma e continua in F;

b. si mostri che > f,, non converge uniformemente in F.

3.5 Si studino le convergenze puntuale, assoluta e uniforme della serie

> nx2+n
>y

4.5 Data la serie
oo
Z(sin x)",
n=1

a. si determini l'insieme dei punti dove converge;

b. si stabilisca se la convergenza ¢ uniforme in [0, 7/4];

w/4 o
c. si calcoli/ (Z(sinx)”) dz.
0

n=1

5.5 Si consideri la serie
= 1
> (=1)"(z—1)" log (1 + n) :
n=1

a. Si determini 'insieme E C R in cui essa converge puntualmente, e si indichi con f(z) la
sua somma.

b. Si verifichi che la serie converge uniformemente in [a, 2], per ogni a € (0, 1).

c. Si calcoli £(3/2) con un errore inferiore a 10~2.

6.5 Data la serie
o0

E I Va € RT
1‘2”+7’la a ’
n=1

si stabilisca per quali valori di a essa

. converge puntualmente in |z| < 1;

a
b. converge puntualmente in |x| > 1;

o

converge puntualmente in R;

&

converge uniformemente in [—1, 1], dopo aver dimostrato che converge uniformemente in
R se a > 2.

7.5 Si consideri la serie
= n €T a
;(l‘msm(n)) vz € R\ {0}, VaeR.

Si determinino, in dipendenza del parametro reale a,



a. l'insieme di convergenza puntuale;
b.* D'insieme di convergenza uniforme.
c. Indicata con f(z) la somma della serie nell'insieme di convergenza puntuale, si calcoli,

quando esiste, il valore del lim, o f(z).

8.5 Si consideri la serie
>~ sin(2n2)
= (2+sinz)
a. Si dimostri che essa converge semplicemente in R;
b. si stabilisca se la convergenza & uniforme nell’intervallo [0, 7];

*

c.* si stabilisca se la convergenza & uniforme nell’intervallo [—, 7].

9. Data la serie

Zsin(l/n) x",

si determini l'insieme E sui cui si ha convergenza semplice. In quali sottoinsiemi di E la
convergenza € uniforme?

10. Si determini I'insieme di convergenza semplice della serie
o
P —
n2zt +nt+1’
n=1
e si stabilisca se la convergenza ¢ ivi uniforme.

[R; si.]

11. Data la serie

con x opportunamente scelto.

a. Si determino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme per x > 0;

b.* si determino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme nel dominio della serie di
funzioni.

[a. [0,1) U (1,00); [0,a] U [b,00) con 0 < a <1< b fissati.]

12. Si studino le convergenze puntuale e uniforme della serie

(o9} n
S (1)
ot 1—2

13. Data la serie

Z(lfw Vx € [0700) VGERJ’_,
n=0

a. se ne determinino 'insieme E, di convergenza semplice e la funzione somma;

b. si descrivano i sottoinsiemi di F, in cui la convergenza & uniforme.

[a. Eq =[0,00) Ya > 0. b. Per a € (0,2] conv.unif. in [b,o0) con 0 < b fissato; per a > 2 conv.unif. in Eq.]



14. Sia {x, }nen una successione di numeri reali distinti, con —oo < a < z,, < b < co. Supponiamo
che {c, }nen sia una successione di numeri reali tali che > |¢,| < co. Si dimostri che la serie

Z cn* 1,00)(T — 1) Vz € [a,b]

converge uniformemente in [a,b] e che la sua somma & continua in ogni punto di [a,b] \
{1‘1, o, .. }

15. Si consideri la serie
o

Z :
1%—n2x
n=1

nel Suo insieme dl deﬁnizione.

a. Si studi la convergenza puntuale;
b. su quali intervalli di R* la serie converge uniformemente?
¢.* Su quali intervalli di R la serie converge uniformemente?
fa. R\ (U1 {~1/n2}). b. [a,00) con 0 < a fissato.]

16. Data la serie -
E Vo € R,
= T+e

a. se ne determini 'insieme E di convergenza semplice;
b. si descrivano i sottoinsiemi di F in cui la convergenza ¢ uniforme.
[a. E = (—00,0]. b. (—00,0]./

17. Data la serie

Z Vr € Rt VYaeRT,
— % + n®

a. se ne determini 'insieme F, di convergenza semplice;

b. si descrivano i sottoinsiemi di F, in cui la convergenza & uniforme.

18. Si studi la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni

,;(Har)"'

Si calcoli la somma della serie.
[Conv.punt. in E = (—oo, —2) U [0, 00); conv.unif. in (—oo,a] U [b,00) con a < —2 e 0 < b fissati.]

19. Data la serie

- (
n=1

a. se ne determini 'insieme di convergenza puntuale;

b. si verifichi che si ha convergenza uniforme su ogni compatto.

[a. R. ]
20. Data la serie

oo

3
§ m3ena:
n=1

a. se ne determini 'insieme di convergenza puntuale e si calcoli la somma;



21.

22.

23.

24.

19.

b. si stabilisca se su tale insieme la convergenza sia uniforme.
[a. (—00,0]. b. No.J

Si studi la convergenza uniforme della serie
> xQn 1'2
— 1 1+—).
2 oo (1+75)

Si studi la convergenza puntuale e uniforme della serie

[[—a,a] con 0 <a <1 fissato.]

e}
T

nl‘
n=1
in Rt.
Si consideri

o0

Z n™ arctana™ .

n=1
Si determini I'insieme di convergenza puntuale e I'insieme di convergenza uniforme della serie
di funzioni.

Si determinino l'insieme di convergenza semplice e gli insiemi di convergenza uniforme delle
serie seguenti:

a i xn! b i (Sin x):-‘rl
enw
n=1 n=1
> T = naz"
(T d _nz®
¢ gsm(nQ) ;(n_n!
oo N N oo n
€ ZTL z f Z nr?
n=1 n=1 ¢
> e b Sy nos (o
. _— . -1)"nlog| ————=
g 1+ (x —n)? & n(n —1)2
n=1 n=1
o0 T n o0
i. — — arctan(nz ) l. arctan(nx) — arctan((n — 1)z
> (3 (na) > (ssctan(na) ((n—1)2)
m. —_— n. z+1)" log(1l 4+ n*
nz::l " ;( )" log( )
0 " 4+ n > e~ N
0. 7;1 1 + TL2 D- 7;1 77,26" + e—nw

Si studino, al variare del parametro reale positivo a, le convergenze semplice e uniforme delle
serie seguenti:

o0 T o0 xa
. — b.
a Z e + n2 Z T +’Il2
n=1 n=1
o0 1 o0 :L‘Q a
. d.
T > (55)
n=1 n=1
Z“’ 1
€. .
n=1 (xa + n)a



Serie di potenze

1. Si mostri che la funzione

f(a) = {6‘1“”2 se 3 #0

0 sex =0

¢ di classe C*°(R) ma non ¢ sviluppabile in serie di McLaurin.

2. Si determinino il raggio di convergenza, 'insieme di convergenza semplice e gli insiemi di
convergenza uniforme delle seguenti serie:

a.’ i(nl/" - 1)z b5 i(log(l +n))"ta"
n=1 n=1

e. g 3f " I i - 1207;;71 x"

g. gn" ™ h. i\/i;—in 2",

3. Si determini, in dipendenza dal parametro intero positivo k, il raggio di convergenza delle

seguenti serie:
) n? 00
1 nk n 'ILk
a. E 14+ — x b. g n"z" .
n
n=1 n=1

4. Si calcolino, con un errore inferiore a 1072, i seguenti integrali:

oS /21— cosx e b 1/2 aretan o — sin x d
0 €z 0 €z
1 —z 1/4
c.S / ce-° dx d. / ! log(1 + V) — V& dx
0 2{3 0 T
1 —z 2 [e'e]
-1
e. / S dx f / e~ da.
0 € 0

5. Si determinino l'insieme di convergenza semplice, gli insiemi di convergenza uniforme e la
somma delle seguenti serie:

ngol n0=01
g " nz"
c d
;n(n—&—l) ;(n—l)'
e 52
(n—1)! nn!
n=1 n=1
[e.9] xn o0
9 D e he Y ()" (@)
n=1 n=1
> 222 -3 \" (=) 2a
l (z*—3z+1)n
I Er e
> nx" 22"
" nz::l(n—l)'(n+3) " ; T



6. Si consideri la serie di potenze
o0

Z n+1+(-1)" o
= (n+ 1) '
a. Se ne determinino l'insieme di convergenza semplice, e gli insiemi di convergenza uniforme;
b. si calcoli la somma della serie e la si indichi con f(z);

c. si calcoli, con un errore inferiore a 10~2, Iintegrale

/01 f(z)dz.

1 n
Z(n—&-l)!x ’

n=0

7. Si consideri la serie di potenze

a. Se ne determinino l'insieme di convergenza semplice, e gli insiemi di convergenza uniforme;
b. se ne calcoli la somma;

c. si calcoli, con un errore inferiore a 103, I'integrale

/01 f(z)da.

8. Si calcoli, con un errore inferiore a 1072, I'integrale

V2 ging —
73dm.
O x

oo

Z(_l)nfl (’I’L + 1) ",

n2

9. Si consideri la serie di potenze

n=2
a. Se ne determinino l'insieme di convergenza semplice, e gli insiemi di convergenza uniforme;
b. se ne calcoli la somma e la si indichi con f(x);

c. si calcoli, con un errore inferiore a 1073, I'integrale

1/2
f(z)da.
0
b. fz) = < (x @ %dt).]
10. Si consideri la serie di potenze
- 2n+1) ,
—1)" n.

Z( ) (2n)!2n v
n=1

a. Se ne determinino l'insieme di convergenza semplice, e gli insiemi di convergenza uniforme;
b. si calcoli la somma della serie e la si indichi con f(z);

c. si calcoli, con un errore inferiore a 10~3, Iintegrale

1/2
I@) o
O (E
11. Si consideri la serie di potenze
= n
Z(_l)n 5 %"
n=2 (n + 1)



a. Se ne determinino l'insieme di convergenza semplice, e gli insiemi di convergenza uniforme;
b. se ne calcoli la somma e la si indichi con f(x);

c. si calcoli, con un errore inferiore a 103, I'integrale

1/2

f(z)da.

0
b (o) =k (3 fi PEO dr) |

11



