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Solo alcuni degli esercizi hanno la risposta (scritta in piccolo in parentesi quadre).
Gli esercizi con “*” sono piu difficili degli altri !
1 Equazioni differenziali del primo ordine
1.1 Equazioni a variabili separabili
1. Si integrino le seguenti equazioni
a. ye?® — (14+e2®)y =0 fy(z) =cV1+e%*, ceR.]
b. tanzsin®y + ¢/ cos® z coty = 0 fcot? y(x) = ¢ + tan? 2, c € R.]
! — .3 _ _ cy
C. .’L'y y - y [y_07 x(y) - Wv CER']
d y—ay =a(l+2%), a €R [y(z) = &2, ceR.]

3e®tany + (1 — e®)y'sec’y =0

Jy(z) = arctan (c(1 — e®)3), c€ R.]

f. y/tanz =y [y(xz) = csinz, c € R.]

2. Dopo aver discusso 'esistenza e ['unicitd della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy,
si determini la soluzione locale:

1 T I LT —
oo @) = 1108 (5)7)



d. ¢ =ytanz +sinz

2 z+1
ey =24

T T

(zy® +2) + (a*y —y)y’ =0 e
b. {y(O) -1 @) =/1T%.]
y' sinz = ylogy 7
C. {y(ﬂ'/2) -1 fy(x) =1]
Y+ 2zy = = _e—a?
d. {y(O) -1 ly(x) =—e"*".]
y/ _ Ty
e. { y—1 fy(x) —logy(z) = 1/222 + e —1.]
y(0) =e
/ 2
Y =(y" —y)log(2+x) ot
f {y(—l) _ 1/2 fy(z) = W]
Si consideri il problema
{y/ _ y2/3
y(0)=0
Si provi che ammette infinite soluzioni definite su tutto R.
. Si determini yg € R tale che il problema
{y/ — %ty1/5
y(0) =yo
abbia soluzione locale, ma non unica: si scrivano almeno 3 soluzioni.
Si determinino tutte le soluzioni locali dei seguenti problemi di Cauchy
. {’(m2 1) = 2y b {y’(2 1) = 2y {’(2 1) = 2zy
- ly(D) - L w(0) “ Ly
Equazioni lineari
. Si integrino le seguenti equazioni
a. zy —y—23=0 fy(x) = (322 +¢) =, c€R.]
b. y’:“_ +e¥(x+1) Jy(z) = (e* +c)(z+1), ceR.]
c. ¥y = —ycotxz+2cosx

2. Dopo aver discusso 'esistenza e I'unicitd della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy,

si determini la soluzione locale:

/ Y _
a {yl_lel‘ 0 [y(z):%(a:\/l—m +arcsm:c),/1+“3/
y(0) =0
oy +y—e* =0
b. {y(a) con a # 0
r 2z n 1
§ y<_1> " a4 a?) @) =
y —_ =
Y +3a%y =q ot
d. {y(O)l ly(z) = (142e777)/3.]



3. Stabilire per quali valori di a@ € R tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
/ Y _  «
Yy + 2a< = x%logx
T
verificano la relazione

Toeo I [~1/2 <a<0.]

1.3 Equazioni di Bernoulli

1. Si integrino le seguenti equazioni

sinx
a. y +2ysinz = " [y(x) = §/% + cebeosz, ceR.]

Y T
by = -2+~
4 6 2y
/_47y _ _ A4l 2
c. y = . + 2y fy(@) =0 e y(z) =x* (5log|z| +¢)” ceR.]

dy —y+y*(#+t+1)=0
e. Yy —2y=2(e"+1)\/y [y(x) =0 e y(x) = (cet +tet —t —1)2 c€ R.]
foyy —y? =3t

2. Dopo aver discusso 'esistenza e I'unicitd della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy,
si determini la soluzione locale:

a { (2 +2)y + 32z + 1)y = 3zv/x + 1y?/3
. o 3
y(2/3) =0 (@) = (2(1.?;)3/2 B 2(1.gi)1/2) J

b {(6( )2 +(2e! + 1)y = Vi + 1y

/_y_B' —
C.{y " y°sint =0

= ) ~1/2
y(ﬂ—) =1 () = (200st — 4%“ — 4%;’5 + 737’:2_4) J
! =4y + Qet\/y
d. Yy Y
{ y(0) =4 fy(t) = (32t — et)? ]

1.4 Equazioni di Riccati
1. Si integrino le seguenti equazioni

a. y = y2 — 1ty + 1 (sinoti che esiste un polinomio del primo ordine che é soluzione)
b. (1+2%)y —(1+22)y+y>=1—2z

2
[a. y(t) =t+ et /2 conc#0ey(t)=t; b ylz)=z+

e as conc€eR ey(z)==x.]

1+4ce— arctanz

2. Dopo aver discusso 'esistenza e I'unicitd della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy,
si determini la soluzione locale:
o =t—-1z2+(1—-2t)x+t
a.
z(0) =2
b { y + 2ety — y2 =e? 4 ¢t (et é una soluzione dell’equazione differenziale)
y(0) =2

t 1
[x(t) = <]

[y(t) ="+ 155.]



1.5 Equazioni omogenee
1. Si integrino le seguenti equazioni
! _ Ly/T g — c
a. y =e + [y(xz) = —xloglog £, c € R.]
x

_x+y

b. y = [y(z)=2¢ -2 ceR]

x
C. xy/:\/x2+y2+y [y(x):%foi, ceR.]

2. Dopo aver discusso 'esistenza e I'unicitd della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy,
si determini la soluzione locale:

2 _ 2 —— /
o 4 2y

b.{y__y+t [y(t) = —t/BEE — 1]
y(1) = -2
;P Hty+y?

¢ - 12 [y(t) = ttan (logt — w/4).]
y(1) = -1

1.6 Esercizi vari
1. Si integrino le seguenti equazioni
a. o' = —1—2x + 22
b. x(1+y*)y =3
2. Si discuta l’esistenza e 'unicita della soluzione locale del seguente problema di Cauchy e la si

determini:
{ (v —5y)(L+e )2 =1
y(1) =2

3. Si consideri il problema
{@Qwﬂy+yzhw20
y(1) =2
Si tracci un grafico qualitativo locale della soluzione e si scriva il polinomio di Taylor Py (x)

del secondo ordine centrato in 1.
[Pa(x) =2+ 8(x — 1) — 6(x — 1)2.]

4. Si risolva
{2;103/2 —y+zy =0
y(2) =2/5 ly(z) = 7]

5. Sia a > 0. Si consideri

! e_y
v = z(x —1)
y(2) =loga

Determinare la soluzione e il piti ampio intervallo di definizione della soluzione.
ly(z) = log (a + log @) i

6. Si determini la soluzione massimale del problema

y/:ey/w_i_g
x

y(2) =0 fy(z) = —zlog (1 —log £), = € (0,2e¢).]



7. Si consideri
{ y — 825y + 42y = 2x(1 — 225)
y(0) =a
a. si verifichi che I’equazione differenziale ha una soluzione tra i polinomi del secondo ordine;

b. si determini la soluzione al variare di a € R e il relativo intervallo massimo di definizione.

8. Si determini, per ogni a € R, la soluzione locale del problema

{y/y2x2+1
y(0) =a

Si determini a tale che la soluzione possa essere definita su tutto R.

9. Si consideri
(14 22)y + 6xy — 3y*/3(1 + 2%) log(3 + 22) = 0.

a. Si determini I'integrale generale;

b. si provi che per ogni yg # 0 e per ogni x( esiste unica la soluzione locale del problema di
Cauchy
{ (14 22)y + 6zy — 3y*/3(1 + 2%) log(3 + 22) = 0
y(xo) = yo
¢.® si provi che per yg = 0 e per ogni xg esisteno piu soluzioni locali del precente problema

di Cauchy. Si usi questo risultato per provare che ogni (xg,yo) il problema di Cauchy ha
infinite soluzioni.

3
fa. y(@) = 0 e y(o) = (BEED G2 )

10. Si consideri il problema di Cauchy
{ny'+y2—1:0
y(2) =k
a. si determini l'integrale generale dell’equazione differenziale;

b. si determini k£ € R tale che la corrispondente soluzione del problema di Cauchy sia definita

su tutto (0, 00). o
[b. - <k<1]

11. Si discuta l’esistenza e 1'unicita della soluzione locale del seguente problema di Cauchy e lo si

risolva: y
/ _ .’E2 2
{ v+ (x+1)2 y

y(0) =1

Si stabilisca se la soluzione é definita su tutto R.

12. Si verifichi che il problema di Cauchy

xy”+2y' _ 6932

y(1) =0 .
e —
(1) =
y'(1) 5
ha una sola soluzione definita su tutto R. @ gs® 1
i) = [ s



13. Sia f,, la soluzione del problema di Cauchy

{y’ =n(t - y)
y(0)=0

Sia f il limite puntuale di f,. Si stabilisca se f,, converge uniformemente a f in [0, 00).

[Si.]
14. Sia f, la soluzione del problema di Cauchy

{ y/ — y2t
y(1) = V2
Si studi la convergenza uniforme di f,.

15. Si determini, al variare di yg € R, la soluzione del problema di Cauchy

{ Y =y(2-vy)
y(0) = yo

16. Sia

2 1
/ _—_— —
{y+x+1y Z_V¥=0
y(0) = o

a. Siproviche per yg > 0 fissato esiste unica la soluzione locale del problema e la si determini;
é possibile definirla su tutto (—1,1)?

b.* Per yo = 0 si determinino almeno 3 soluzioni definite in (-1, 1).

TN 2
[a. Sol. locale: y(x) = (%) i

17. Sia
3
y + <y2+y—4> cosz =0
y(0) = yo

Si determini yy € R tale la soluzione del problema sia definita su tutto R.

/EZ‘;;; ¢ e 2e]
18. Sia a € R. Si determini la soluzione definita nel piti ampio intervallo del problema
{xy’ =y(logy + 1 —logx)
y(1) = e
ly(z) = ze®® in (0,00).]

19. Sia a > 1 e si consideri ) s
/
{w v =y —y
y(2) =a
a. Si provi che esiste unica la soluzione locale y, e la si determini.

b. Si provi che esiste a > 1 tale che per ogni a € (1, o] la soluzione y, pué essere definita su
tutto (0, 00).

c. Quali soluzioni y, possono essere estese su tutto R?

[b. o= -

e—1"

20. Si consideri il problema

{y”cos3x + 4/ cos’ zsinz = 6sinz — 4 cos x
y(0) =y'(0) =0



21.

22.

a. Si provi che esiste unica la soluzione locale e la si determini.

b. Si determini 'intervallo massimale di definizione.
[o. (—=m/2,7/2).]
Si consideri il problema
{1 =
y(wo) = yo

a. Si studi l'esistenza e 'unicitd di soluzioni locali al variare di (xq,yo)

b. Si determinino tutte le soluzioni definite su tutto R nel caso (zo,yo) = (2,1).

. y(x) =1, y(z) = { }Jr 2(e? — e7)/3]3/2 e § 3 ]

Si consideri il problema
(v -2 v
y(wo) =0

a. Si studi l'esistenza e I'unicitd di soluzioni locali;

b.* per zyp = 0, si determinino tutte le soluzioni definite su tutto R.
[b. Per ogni a sia go(z) = [(@+ 1 — ae®)e®* + ze® —x — 1]2 e B tale che e + B = 0. Sono soluzioni

@) = {8 €20 pazo pw={0 T2 peazs =)
23. Si consideri il problema
{ y' = %y +4t2 Yy
y(1) =0
Si determinino tutte le soluzioni locali del problema.
@) =0 evaz 1ya@ = { {2 woSe )
24. Si consideri il problema
RV,
y(1) =1

Si determinino le 4 soluzioni locali del problema.

Si determini la soluzione del problema di Cauchy
{y’ =sin(z +y +3)
y(0) = -3

25.

[y(xz) = —2arctan (1 + ﬁ) —x—3.]

Si determinino tutte le soluzioni definite su tutto R del problema di Cauchy

26.
{ y/ — 5y4/5
y(0) =0
27. Si stabilisca per quali valori di a € R la soluzione del problema di Cauchy
r_ y? —xy
1+ 22
y(1) =a

ha un massimo o un minimo relativo in = = 1.
Ja =1 massimo relativo, a = 0 massimo e minimo relativo.|



28. Si determini la soluzione del problema di Cauchy

, 142

{y ) ‘

cosy
y(0) =m

nel suo intervallo massimo di definizione.

[y(z) = m — arcsin(z + 2?) in (=1 —V5)/2, (=1 +/5)/2).]
29.*% Si determini il problema di Cauchy

{y’\/l—m2:\/1—y2

y(70) = Yo

a. per (zo,y0) = (0,1/2), si determinino tutte le soluzioni nel loro intervallo massimo di
definizione e ne si tracci un grafico accurato;

b. per (xo,90) = (0,1) e per (xo,y0) = (1/2,—1), si determinino tutte le soluzioni nel loro
intervallo massimo di definizione;

c. si determinino i punti (zg,yo) tale che I'unica soluzione del problema di Cauchy sia

C>®(~1,1).
Bt lyT—22 sex € (—1,V3/2)
. = ’ ; C. = —1,1).
[a. y(x) {12 2 sz [V3/2,1) ;e mo=yo € (—1,1).]
30. Per il problema di Cauchy
b oSz
y=-Dy-49_ —
y(3m/2) =5

a. si determini la soluzione locale del problema;

b. si determinino tutte le soluzioni definite su R. o
[a. y(w) = TSt

31. Al variare di a € R, si studi I'esistenza e I'unicit4 di soluzioni in C*(R) del problema di Cauchy
{ 2y =y —1
y(0) =a

[ se a # 1 non ci sono soluzione, se « =1 ce ne sono infinite.]

32. Si stabilisca per quali o non negativi la soluzione del problema di Cauchy
{ Y +ay+y>=0
y(0) =

é definita su tutto R.
[a € 0,71/ ]

33. Per ogni o > 0 si consideri il problema di Cauchy

{y’=4y—4<*/§
y(0) =a

a. verificare che ammette un’unica soluzione locale e determinarla esplicitamente: indivi-
duare 'intervallo massimale di definizione della soluzione;
b. é possibile prolungare la soluzione a tutto su R? In quanti modi?

c. Si consideri ora il caso a = 0; quante soluzioni locali ammette il problema di Cauchy ?

[a. y(x) = ((a3/* —1)e3* +1)4/3; b. sempre in modo unico; c. infinite.]



34. Si consideri il problema di Cauchy

2.1

1.

" :y/+2\/37€x/2
y(0) =0
y'(0) =1

Si verifichi che ammette un’unica soluzione locale e determinarla esplicitamente: si stabilisca
se é possibile prolungare la soluzione su tutto R e si determinino tutti i modi possibii.
2/e—1 sex < —1

[Una sola soluzione definita su tutto R, y(z) = {ez @+1) -1 sez>-1 i

Sistemi di equazioni differenziali del primo ordine

. Si considerino

z1(t) 6—(1/2)t2+t _ T (t) 6(1/2)t2+t _|_e—(1/2)t2+t
X(t) = = - 2 (S X(t) = ~ = _ 2 2

xo(t) —_e—(1/2)t7+t Za(t) —e—(/2)t7+t 4 (1/2)t7 41
Esiste un sistema lineare omogeneo avente come soluzioni particolari x e X7 Se si, lo si scriva.

H 2 (t) = 21(t) + twa(t)
z5(t) = tz1(t) + 22(t)

Siano

(1) = (%)

soluzioni dell’omogenea del sistema y'(z) = A(x)y(z). Si determini A(z).

Lineari a coefficienti costanti
A

. Si calcolino le matrici e®* con

1 1
a.A<O O>

1 -1
s ()
1 1 1
cc A=(0 1 1
01 0
1 2 3
d A=11 2 0
0 2 3

2.1.1 Omogenei

Si integrino i seguenti sistemi di equazione differenziali

=z { x(t) = cret |
& y =3z —2y y(t) = cre’ +coe™?" |
b. x(t) = —2c1 sin 2t + 22 cos 2t |
y = y(t) = c1 cos 2t + cosin 2t |
=3z — 4y 2(t) = 2ciet + coet(2t + 1) |
y =z — y(t) = cret + coelt
d T = 2x—|—y { z(t) = c1e3t + coet
Yy =z+2y y(t) = c1e3 — coet



~

a{{=y
y = —x
¢ = -3z +4y
"y =-2x+3y
¥=y—=x
g. {y/:x_y
h =2z
Y =+ 2y
!
L9 f =Y
Yy =—x+2y
1 ' =x+2y
Y=+ 2y

2. Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy

' = -2z + 3y
a. QY =-2y
z(0) =0 y(0) =1

z(t) = c1sint + ca cost
y(t) = c1cost — casint

3. Si integrino i seguenti sistemi di equazione differenziali

' =x+3y—2z2

a. ¢y =2y+4z
2 =y+2z
=z

b. ¢y =2x+y—2z
Z=3r+2y+=z2

¥=y+z
C. y/:y+z

Z=0

= -3z
d. <y =3y—2z

Z=y+z

4. Si risolvano i problemi di Cauchy x’ = Ax,

5) e=(3)

z(t) = %cge“ —4deg + cret ]
y(t) = co + czet
z(t) = %cse“ — 1 ]

x(t) = czet
t %et(201 cos(2t) + 2c2 sin(2t) — 3e3 cos(2t) — 3c3)
5€e(2c1 sin(2t) — 2¢a cos(2t) — 3cz sin(2t) 4 2¢3) |

y(t) = —c3 + caet
z(t) = c3

|: z(t) = coet + 1

x(0) = %o, dove

10



2.1.2 Non omogenei

A volte pué essere utile riscrivere il sistema come un’equazione differenziale di ordine n e usare il
metodo di variazione delle costanti arbitrarie

1. Si integrino i seguenti sistemi di equazione differenziali

' =3z —2y+et 2(t) = 2162t 4 coe—t — 3t
a. /_2 _9 (t): 2t+ —t _ t
Yy = Y Y cre coe e

y(t) = coe? — 1

¥ =3x+t o(t) = cre¥t — L — 1
2(t) = catet + czet + 1

1+ et
' —31-+y_e z(t):cle‘“Jrcze +562t
y—2x+2y—e y(t) = cre*t — 2coet +12t
¥ =2r+y—e?+1
Yy =dx—2y—e 43
¥y =z +t+1

/

1
A=
d{y _3x_y_ 1
gt
¥
aE

=—x1+ 219 — 2
:E/1:2(E1+(E2+3.T3+1

ah =2w9 —x3—1

xh = 2x3

&

2.* Si risolva
tr' =2x+y+t
ty =x+2y—t
z(e) =e
yle) = —e z(t) = tlogt

y(t) = —tlogt
A= 3) x0=(26)

Si risolva il sistema x = Ax + v nei casi in cuil

cv (O () e = (Y)

3. Siano

4. Si risolvano

r=x+y
= —2r — —_—
a 4 Tyt sint
o(n/2) =0
y(7r/2) =T z(t) = — (5 +1t) cost + sint log(sint)
y(t) = (5 +1t) (cost +sint) + (cost — sint) log(sin t)

:L'/l = 2%1 + X9 +3.’E3 +€2t
ah = 2wy — x3

b. xg = 23’)3

.’131(0) = 1‘2(0) =0

11



2’ =y + cost

y ==z
c. 2 =-20—y—22

z(0) = y(0) =

2(0) = -1

' = 1234z + 5678y + 9z
d y = 5678z + 9y + 1234z

2z =9z + 1234y + 56782

£(0) = y(0) = 2(0) = 0

2.2 Esercizi vari

1. Si determini la soluzione del problema di Cauchy

) =z —2x9 1t
! + 1
TH=T1— Ty + —
2 1+ cost
21(0) = —2log 2
22(0) = —log2
z1(t) = —3cost+smt+t+3— 2tsint — 2 costlog(1l + cost)
xz(t):% Cost+ 51nt+t—tsmt—costlog(l—l—cost)
2. Si integri il seguente sistema
uw —4v =sinx
vV —u—-3v=2x
u(x) = c1e™® + coe?® —x + % + % sinx — 177 cosx

v(z) = % (_01671 +4deoet® — 1+ % cosx — %g smz) :|

3. Si determini la soluzione del problema di Cauchy

T =

T

2

A

/

2
xh=—x9+ 14

1

1

2

( ): 77COSt+ 2cost
y(t) = 7s1nt+ sinf

3 Equazioni differenziali di ordine superiore al primo

3.1 Lineari a coefficienti costanti
3.1.1 Metodo di verosimiglianza

1. Si integrino le seguenti equazioni

1

a. Yy + 6y —+ 11y +6y=20 fy(x) = c1e™ + cae™2% + c3e73%, ¢; €R.]

12



=

/oo

R0

—-

e

e

=

t.

u.

y =3y =0

y" +4y" +13y =0

y O —yW -y +y=0
y"+6y +9y =0

y@ =3y =z +1

y" +6y" +12y +8y =0
y @ 42" 4y =0

Yy +y=0

y@ + 5y" + 4y =0

y" =3y + 2y = x%e®

yW +2y" = 2?

3y’ +8y +4y =e* +sinzx
y" — 2 +y =2 — 62>
y' =2 +y=e€"+e*
y' =2y +y=e"+sinx
yW —y =e"cosx

y® —y = ze®sinz

log

eil)

y'+2 +y =

2. Si risolvano

=

= @

g.

{y”+y't2+1

y(0) =y'(0) =0
y'+3y +2y=e"
y(0) =y'(0) =0

y/// + 3y// + 3y/ + y — 1
y(0) =2

y'(0) =1

y'(0)=3

y" +9y =2cosr —sinz
y(m) =—9/8

y'(r) =11/4

y'(m) =73/8

1

v 2 2y =2
y(0) = y'(0) = y"(0) =0
y///+y/l+y/+y:1
y(0) = y'(0) = y"(0) =0
{y” — 8y + 15y = 2¢°
y(0) =y'(0)=0

[y(x) = c1 + cox + cgx? 4 c4e3®, c; €R.]

—2z ~2%gin 3z, ¢; € R.J

[y(z) = c1 + cae™*T cos 3z + c3e
ly(z) = c1e® + coxe® + cze™® + caze ™ + c5cosx + cgsinz, ¢; € R.]
Jy(z) = c1e73% + coze 3%, ¢; € R.]

fy(@) = c1 + com + c3x? + cse®” — 23(E + 217), ci €R.J

2e72 ¢, €R.J

x) =c1e “* + coxe” “* + c3x
(@) 2 2

ly(z) =c1 + cax + cze™® + cyze™%, ¢; €ER.]

y(r) = cre™ —1—02602C cos L2x + 036% sin X2z, ¢; € R.

ly(x) = c1 cos2x + casin2x + c3cosz + ¢y sinz, ¢; € R.J

ly(z) = c1e® + coze® + cze 2% 4 (%xz — 2—1717 + 2%) x2e”, ¢c; € R./

2 2

Jy(x) = c1 + cax + c3 cos V2x + c4 sin 2z + %(% —1), ¢ €RJ

fy(z) = cre 2% 4 6267%I —e %+ 6715 sinz — % cosz, ¢; € R.J

y(xr) = c1e” + coxe” +2° — 6 — 12, ¢; € R.

® * 423 — 6z — 12 R
ly(z) = c1e® + coxe® + %xQez +e2% ¢ € R./

ly(z) = c1e® + coze®™ + %xzez + % cosz, ¢; € R.J

, x>0 fy(z) =e % (c1 + oz + 2In(z) — 3)x2/4) , ¢; €R.]

[y(t) = =343t —t2+ 113 + 3et.]

ly(z) = e "(e™" —1+1).]

fy(x) =e (1 +a+22)+1.]

fy(z) = é cosx + % sinz + cos(3z) — sin(3x)./

[y(x) = e=% 4+ e=%/2(cos(v/3x/2) + % sin(v/3x/2)) +z — 2.]

ly(x)=1-— %(e‘z +cosz +sinz).]

fy(@) = §(e* — ¥ — 2ze?®) |

3. Si trovi un integrale particolare delle seguenti equazioni

a.

y// _ 4y/ + 4y — 1.306295

b. y(4) +4ylll + Gy// + 4y/ +y= 132t

4. Si scriva una equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti che abbia per
soluzioni particolari tutte le funzioni date
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2
a. y1 =1, Y2 = T, Y3 = 7, ys =e€”
b.y1 =e 2, yp=e*,  yg=e€z, Yy, =cosx

c. y1 = e 3®sinx cos, Yo = e 3% cos 2z, y3 = e

5. Per quali valori di a € R la soluzione del problema di Cauchy

y// _ 5y/ 4 6y — e2:c
y(0) =0
y(0)=a

verifica la relazione lim y(x) = —oo.
rroo Jao < —1.]

3.1.2 Con metodo di variazione delle costanti arbitrarie

1. Si integrino le seguenti equazioni

a. Yy +y= Jy(x) = coszlog(cosz) + zsinx + ¢1 cosz + casinz, ¢; € R.J
COS T
b. vy’ + 2y = _
Yy +2y +y 1+ 22
2. Si risolvano
4
2" — Ay = T on
a. 2(0) = —7/4 € [x(t) = (% — arctan e?!) cosh(2t) — %
2(0) = —1
y' oy = 1 2
b. , COS3 x /y(x) = QSlcnosi :
y(0) =¢'(0) =0

6I

+2

c. {Z/H_Qy,+y:x
y(0) =y'(0) =0
1
"o,
d. {y y /coshx
y(0) =4'(0) =0

3.2 Lineari a coefficienti non costanti
3.2.1 Equazioni di Eulero I

1. Si integrino le seguenti equazioni

a. xzy” + xy’ +y=1 [y(x) = c1 coslog|z| + casinlog || + 1, ¢; € R.]

b. (14+2)%" —3(1+2)y +4y = (1+2)° perz > 1
fy(x) = (c1 + c2log(1+ x))(1 +2)2 + (1 +2)3, ¢; €R.J
c. 2%y —xy —3y=0 [y(w) = c12® + 2y, ¢ ER.J

d. a:2y" - 4xy’ +6y==x fy(x) = c1z® + coz? + %m, c; ER.J
1

e. 2%y +5xy +3y=—
€T

2. Si discuta 'esistenza e 'unicita della soluzione locale dei seguenti problemi di Cauchy e la si
determini:
22y —3xy +4y =0
a. y(1) =2 Jy(z) = 22%(1 — 2log x).]
y'(1)=0
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22y —xy +y=2x

b. ¢ y(1)=0 ly(x) = z(log z +log® x).]
y'(1) =1
x3y”’—3m2y”+6xy’—6y:0
y(1) =1 _ .3
c. (1) =3 fy(x) =]
y'(1) =6
22y + xy’ + 9y = log(27x)
log3 =«
d ™ = —
y/(6 )=+
Y'(em) =0

3. Si risolva in almeno tre modi

3z +2)y" +7y =0
( Jy Y fy(z) = c1 4+ ca(3z +2)"%3, ¢; €R.J

3.2.2 Equazioni di Eulero II (con metodo di variazione delle costanti arbitrarie)

1. Si determini l'integrale generale delle seguenti equazioni

a. 22y + 4ay’ + 2y = cos x, x>0 fy(z) = D+ 2=9L ¢, €R ]
b. x2y"+xy'fy:fx72, x>0
T+ 2

2. Dopo aver discusso ’esistenza e I'unicitd locale del seguente problema di Cauchy, lo si risolva
{ 22y — 20y = 927 — 322
y(0) =y'(0) =0
3.3 Esercizi vari
1. Per ogni intero n positivo, sia f, la soluzione del problema di Cauchy
y'+3y +2y=¢

y(0) =0
y'(0)=1/n

Si studi la convergenza uniforme di f,.
[Convergenza uniforme in ogni insieme inferiormente limitato.]

2. Per ogni intero n positivo, sia y, la soluzione del problema di Cauchy

{_:Ly//+2y/_1 :0
y(0) =y'(0) =0

Si determini il pii ampio insieme di convergenza uniforme di y,,.

[(—00,0].]
3. Le funzioni
yi(x) = ze? ya2(x) = (z + 1)e” ys(x) = x(z + %)

sono integrale particolari di una equazione differenziale del secondo ordine lineare. La si
determini. [x(2 — z)y" + (22 — 2)y’ +2(1 — 2)y + (22 — 4o + 2)e® =0.]
4. Si risolva
{ 22y +xy +y=logx
—— —
y() =y’ (1) =1 ly(z) = coslogz + logx.]
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10.

11.

Al variare di a € R si determini l'integrale generale di

20 4 (1 —a)z"” —az” = (t+1)

Al variare di a € R si determini la soluzione del problema di Cauchy

232" 4+ (3 —a)x?2" + (1 —a+ a?)zz — a2z =logx
z(1)=2(1)=0
(1) =1

[se a =0, z(z) =1n?z+ i In*z; se a £ 0, 2(z) = a:(:il ¢ — “22[;41 (sin(alnz) + cos(alnz)) — a% Inz— L]

Determinare due soluzioni indipendenti dell’equazione differenziale
2y 4+ dxy’ + 24+ 2By =0

z(x
22

nell’intervallo (0, 00), cercandole nella famiglia y(x) = ). Si risolva il problema di Cauchy

{ny” +dzy + (2 + 2%y = 2?
m) =1 (7)) =1
y(m =y'(v) [y(z) = (=% sinx — 2cosx + a2 — 2)/22.]

Si consideri il problema di Cauchy

22y =2y =0
y(1) =a
y'(1)=0b

a. Si stabilisca al variare di (a,b) € R? Desistenza e I'unicitd locale della soluzione y, 4 e,
quando possibile, la si determini.

b. Si determinino (a,b) € R? in modo tale che y,;, possa essere definita su tutto R.
c. Si determinino, al variare di ¢ € R, tutte le soluzioni del problema
{ 22y’ — 2y =0

y(0) =y'(0) =0
) : [a. Yap(z) = % ((a+ b)z? + 2‘17—”),]

Si determini l'integrale generale della seguente equazione

zy” =2+ 1)y + (z +2)y = 23>

cercando per l'equazione dell’omogenea associata soluzioni della forma y(z) = e**

x3efe,

ey(z) =
Jy(x) = (c1 + caz3)e® + (2 — 2z + 2)e?*, ¢; costanti.]
Si consideri 'equazione differenziale

q

CL,Qy// _ my’ _ 8y _ —6.%’4

a. Si determinino tutte le soluzioni definite in (—o0,0) e in (0, 00);

b. si determinino tutte le soluzioni che sono in C?(R) e con un punto stazionario in z = 1/2.

[b. y( ):{(—10g2+1/4—10gm)m4 sex >0

) tante c.
(c — log |])a sex <0 per ogni costante c.|

Si determini la soluzione del problema di Cauchy

2 —a' 427t =0
' —y —y+2et =0
z(0) =y(0) =0
2'(0) =2

16



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Si determini la soluzione del problema di Cauchy

YAy =
1+4sin2
y(0) =0
y(0) =1
fy(z) = % cosx [ln (%) —In <\\/gti)] + sinz [1 4 arctan(sin z)]/

Si risolva il problema
{ 2y —zy +y = 2”log |z|
y(0) =y'(0) =0

Si consideri il problema
3
{ a2y — 3xy + 4y = %
y(0) =y'(0) =0
a. Si discuta l’esistenza e l'unicita locale della soluzione del problema;
b. si determinino tutte le soluzioni del problema di classe C*°(R).
[b. y(z) = ca® +2°/2, c €R]
Si determini I'integrale generale di
42" + x4y =sint
y +x+y=cost

[ z(t) = (c1 + cat)e /2 4 c3 — 2 sint + 2 cost

25 5
y(t) = (4e2 — 2¢1 — 262t)6_t/2 —c3+ gsint + 2%) cost

Si determini la soluzione del problema di Cauchy

T

"o, €
Y Y 1t en
y(0) = —1/2

y'(0)=1/2—log2
() = (e® (x — log(1 + €®)) + e~ log(1l +€%) —1)/2.]
Si consideri I’equazione differenziale
2522y" + 25z — 36y = 3x.

a. Determinare le soluzioni definite su (0, 00) che ammettono asintoto obliquo a +oc;

. . 1 .. . .
b. determinare le soluzioni definite su tutto R a. y(@) = Lo+ a5 b y(a) = — L]
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