Analisi Matematica II
corsi di Laurea in Fisica e Matematica
prove scritte, a.a. 2013/2014

Prima prova parziale, 3 dicembre 2013

Versione A

1. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R definita come

e~ arctan(n/®l)
14+e

fn(@) =
(i) Si determinino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni f,.

(ii) Si determinino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni

> om0 fn(2).
2. Sia A= {(z,y) €R?: y >0, >0, 23 <a?+y> <1}
(i) Si determini ¥~1(A), dove ¥ : [0, +00) x [0,27) — R2, W(p,0) = (pcosb, psinf).
(i) Si caleoli [, (1 — (22 + y?)1/*) dzdy.

3. Sia f : R3 — R definita come f(x,y,2) = 2 + 3> + 23 — y(a + 2).

(i) Si determinino i punti stazionari di f e se ne discuta la natura (si stabilisca cioe,
per ciascun punto stazionario, se si tratta di un punto di massimo locale, di minimo

locale o di sella).

(ii) Si dica se f assume massimo e minimo assoluti in R3.

4. Per av € (0,1) sia

2 se |zl > |y,

faiRZ R, falwy)=4q " ,
0, se |z|* <y~
(i) Sistudino in (0,0) la continuita e la derivabilita parziale di f, al variare di a € (0, 1).

(ii) Si studi la differenziabilita di f, in (0,0) al variare di o € (0, 1).



Versione B

1. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R definita come

nxT

arctan(n/*!).

fn($) = 9 4 ene

(i) Si determinino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni f,.

(ii) Si determinino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni
> om0 fn(2).
2. Sia A= {(z,y) €R?: y >0, >0, y*/3 <z’ +y* <1}
(i) Si determini ¥~1(A), dove ¥ : [0, +00) x [0,27) — R2, W(p,0) = (pcosb, psinf).

(i) Si caleoli [, ((z2 4+ y?)¥/* —1) dzdy.

3. Sia f : R3 — R definita come f(x,y,2) = 23 + 3> + 23 — 2(y + 2).

(i) Si determinino i punti stazionari di f e se ne discuta la natura (si stabilisca cioe,
per ciascun punto stazionario, se si tratta di un punto di massimo locale, di minimo
locale o di sella).

(i) Si dica se f assume massimo e minimo assoluti in R3.

4. Per o € (0,1) sia

z2 a l—«a
o S€ ‘i[f| < |y‘ )
fa:RQ%Ra fa(x7y):{y

0, selz* >yl
(i) Sistudino in (0,0) la continuita e la derivabilita parziale di f, al variare di a € (0, 1).

(ii) Si studi la differenziabilita di f, in (0,0) al variare di « € (0, 1).



Seconda prova parziale, 5 febbraio 2014

Versione A

(i) Si scriva l'integrale generale dell’equazione differenziale

1
"(z) +y(r) = ————.
y (@) +y() 1+sin?z

(ii) Si determini la soluzione del problema di Cauchy

1
/! .
y'(x) +y(z) = Trena
y(0) =0,
y'(0) = 1.

2. Si trovino i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z,y,z) = z —
2 arctan(y + z) vincolata all’insieme {(z,y, z) € R3 : 22 +y? + 22 = 1}.

3. Si consideri il problema di Cauchy
{y’(x) = az(g — arctan y(x)),
y(0) = 2.
(i) Si dimostri che ammette un’unica soluzione ¢ definita su tutto R.
(ii) Si dimostri che esistono i limiti limy_s4 0 ¢(2) € limz—_ oo @(x) e i si calcoli.
(iii) Si discuta l'esistenza di punti di flesso di ¢.
)

(iv) Si disegni un grafico qualitativo di ¢.
4. Nell’aperto Q = {(z,y,2) € R3: 42 + 22 > 0} di R? si consideri la forma differenziale

o Yy—z Y+ z
w(z,y,z) =yzdr + <y+xz+y?+z?> dy + (xy+y2+z2> dz.

(i) Si stabilisca se w & chiusa in €.
(ii) Si calcoli fww dove 7 : [0,27] — R3 & la curva definita come ~(t) = (0, cost,sint).

(iii) Si stabilisca se w € esatta in Q.



Versione B

(i) Si scriva l'integrale generale dell’equazione differenziale

1

" o
V(@) +y@) = 1o

(ii) Si determini la soluzione del problema di Cauchy

1
/! _
y (ZC) +y(x) - 1 +COS2LE7
y(0) =7,
y'(0) =0.

2. Si trovino i punti di massimo e di minimo assoluti della funzione f(z,y, z) = 2 arctan(z+
y) — y vincolata all'insieme {(z,y,2) € R3: 22 + 9% + 22 = 1}.

3. Si consideri il problema di Cauchy
{y’(x) = az(g — arctan y(x)),
y(0) = 1.
(i) Si dimostri che ammette un’unica soluzione ¢ definita su tutto R.
(ii) Si dimostri che esistono i limiti limy_s4 o0 ¢(2) € limz—_oo ¢(x) e li si calcoli.
(iii) Si discuta l'esistenza di punti di flesso di ¢.
)

(iv) Si disegni un grafico qualitativo di ¢.
4. Nell’aperto Q = {(z,y,2) € R3: 22 + 22 > 0} di R? si consideri la forma differenziale

_ T —z T+ z
w(a:,y,z)— l‘+y2+m dx+xzdy+ I’y—f—m dz.

(i) Si stabilisca se w & chiusa in €.
(ii) Si calcoli fww dove 7 : [0,27] — R3 & la curva definita come ~(t) = (cost,0,sint).

(iii) Si stabilisca se w € esatta in Q.



5 febbraio 2014

Versione A

1. Per n > 1, sia f,, : R — R definita come

1+m—|—n:c2)
14+nz2 /°

ful@) = v/ log

(i) Si studino la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni f,, in R.
(ii) Si studino la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Y 2, fn(2).

(iii) Quanto vale lim;, oo f15 fn(z) dz?

2. Si calcoli
/ (x + siny) dz dy
D
dove D = {(z,y) € R?: 0<x < 1ely| <log(l+2?%)}
3. Si consideri il problema di Cauchy
T
{y’(x) = x(g — arctan y(:c)),
y(0) =2.
(i) Si dimostri che ammette un’unica soluzione ¢ definita su tutto R.
(ii) Si dimostri che esistono i limiti lim,_,4 o p(2) € limy—— o () e li si calcoli.
(iii) Si discuta Pesistenza di punti di flesso di ¢.
)

(iv) Si disegni un grafico qualitativo di .
4. Nell’aperto Q = {(x,y,2) € R3: y? + 22 > 0} di R3 si consideri la forma differenziale

Yy—=z Y+ =z
w(z,y,2) =yzdr + (y—f—xz—l—M) dy + (:py—l—M) dz.

(i) Si stabilisca se w € chiusa in €.
(ii) Si calcoli fyw dove 7 : [0,27] — R3 & la curva definita come ~(t) = (0, cost,sint).

(iii) Si stabilisca se w & esatta in €.



Versione B

1. Per n > 1, sia f,, : R — R definita come

nmz—x+2>
2 + na?

fulw) = v/ log

(i) Si studino la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni f,, in R.

(ii) Si studino la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Y | fn(2).

(iii) Quanto vale lim;,_ 4 oo f15 fn(z) dz?

2. Si calcoli
/ (x + tany) dz dy
D

dove D = {(z,y) e R?: 0<x <1ely| <log(l+2?%)}

3. Si consideri il problema di Cauchy

{y’(x) = x(g — arctan y(x)),
y(0) = 1.

(i) Si dimostri che ammette un’unica soluzione ¢ definita su tutto R.

)
(ii) Si dimostri che esistono i limiti lim,_ 1o @(2) € limg—— oo () e li si calcoli.
(iii) Si discuta l'esistenza di punti di flesso di ¢.

)

(iv) Si disegni un grafico qualitativo di .
4. Nell'aperto Q = {(z,y,2) € R3: 22 4+ 22 > 0} di R? si consideri la forma differenziale

w(x,y,z) = (x%—yz—i-;;;;) dr + xzzdy + (my—l—;;i;) dz.

(i) Si stabilisca se w € chiusa in €.
(ii) Si calcoli fyw dove 7 : [0,27] — R3 & la curva definita come ~(t) = (cost, 0, sint).

(iii) Si stabilisca se w & esatta in €.



20 febbraio 2014

Versione A

1. Sia f il prolungamento periodico di periodo 27 della funzione

z, sex € [—m,0],
T +—
m, sex € (0,m).

(i) Si calcolino i coefficienti di Fourier di f.

(ii) Si scriva la serie di Fourier di f e se ne discutano convergenza puntuale e uniforme
su R.

2. Sia ¥ C R3 I'insieme ottenuto ruotando di un giro completo intorno all’asse ¥ il sostegno
della curva v : [0,1] — R3, y(t) = (t,1 —¢,0).

(i) Si determini una superficie regolare ¢ con sostegno ¢* = ¥ e si calcoli fq) (22 +y?) do.

(ii) Dato il campo vettoriale

5
F:R* >R F(z,y,2) = (z + arctan y, 1i2,x2zey2),
2z

si calcoli [ rot F-vdo, dove v(z,y, z) denota il versore normale alla superficie ¢ nel
punto (z,y, z) (orientato in modo da avere seconda componente positiva).

3. Per a > 0 sia

1+ sin(|a]*y) — cos(x? + /)
fa ZRQ%R, fa(x7y): ;L'2—|-y4 » Se (.%',y) 7& (070)>
0, se (z,y) = (0,0).

(i) Si discutano la continuita e la derivabilita parziale di f, in (0,0) al variare di a €
(0, 4+00).

(i) Si studi la differenziabilita di f, in (0,0) al variare di « € (0, 400).

4. Per ogni o > 0, si consideri il problema di Cauchy

y'(x) = 1+log(y(z)),
y(0) = a.
(i) Si dimostri che se a < e~! il problema di Cauchy ammette un'unica soluzione il cui

intervallo massimale di esistenza € una semiretta; si calcolino inoltre i limiti della
soluzione agli estremi dell’intervallo massimale di esistenza.

(ii) Sidimostri che se a > e~! il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione definita
su tutto R; si calcolino inoltre i limiti della soluzione y(x) per z — *oo.



Versione B

1. Sia f il prolungamento periodico di periodo 27 della funzione
—m, sex € [—m,0],
X +—
x, se x € (0,m).
(i) Si calcolino i coefficienti di Fourier di f.

(i) Si scriva la serie di Fourier di f e se ne discutano convergenza puntuale e uniforme
su R.

2. Sia ¥ C R? I'insieme ottenuto ruotando di un giro completo intorno all’asse y il sostegno
della curva v : [0,1] — R3, y(¢) = (0,¢,1 — ¢).

(i) Sidetermini una superficie regolare ¢ con sostegno ¢* = ¥ e si calcoli [ (P(y2 +22) do.

(ii) Dato il campo vettoriale

7

F:R* >R F(z,y,2) = (szGyQ, 3 ji Pk —l—siny>,

si calcoli f@ rot F-vdo, dove v(z,y, z) denota il versore normale alla superficie ¢ nel
punto (z,y, z) (orientato in modo da avere seconda componente positiva).

3. Per a > 0 sia

1 — cos(z* + y?) + sin(z|y|*)
fa : Rz — R, fa($,y) = 1»4 +y2 , S€ (ZL‘,y) 7& (050)7
0, se (z,y) = (0,0).

(i) Si discutano la continuita e la derivabilita parziale di f, in (0,0) al variare di o €
(0, 400).

(ii) Si studi la differenziabilita di f, in (0,0) al variare di a € (0, +00).

4. Per ogni a > 0, si consideri il problema di Cauchy

{y%x) =1+ log(y(x)),
y(0) = a.

(i) Si dimostri che se & < e~ ! il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione il cui
intervallo massimale di esistenza € una semiretta; si calcolino inoltre i limiti della
soluzione agli estremi dell’intervallo massimale di esistenza.

(ii) Sidimostri che se a > e~! il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione definita
su tutto R; si calcolino inoltre i limiti della soluzione y(x) per z — %oo.



23 aprile 2014

1. Sia D = {(z,y,2) € R?: 22 + y* + 22 <2 and 2 > 1}. Si calcoli

1
dx dydz.
/D<1+x2+y2+z2)2 /x2+y2+22

2.

)
2

(i) Data la matrice A = ( :;), si determini ef4.

(ii) Si scriva 'integrale generale del sistema lineare non omogeneo

&= —br —y+e,
Y =2z — 3y.

3. Sia f:R? — R definita come
flz,y) =2 — Vel —1.
(i) Si discutano la continuita, la derivabilita parziale e la differenziabiita di f.

(ii) Si determinino i punti di massimo e di minimo (locale e globale) di f su R2.

4. Si dica se esistono valori di k € N\ {0} tali che la forma differenziale

2xy x2

x2k+y2dm_m2k+y

wr : R2\{(0,0)} = (R?)*,  wi(x,y) = 5 dy

sia esatta in R?\ {(0,0)}. In caso di risposta affermativa, per tali valori si determini una
primitiva.



19 giugno 2014

1. Si determinino i punti di massimo e di minimo (locale e globale) della funzione
f(z,y) = arctan(z? — )
sull'insieme D = {(z,y) € R? : 22 + % < 1}.

2. Sia X la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z la circonferenza sul piano yz di
centro (0,2,0) e raggio 1. Si calcoli il flusso del campo vettoriale

(z+1)2

——7—k

F(z,y,2z) = \y?+ 22 i+ arctan(z + 2) j+

uscente da X.

3.

(i) Al variare di a € R, si discutano esistenza, unicita e prolungabilita delle soluzioni
del problema di Cauchy

Yy =yly+1)eY,
y(0) = a.

(ii) Si studi il comportamento delle soluzioni ai limiti dell’intervallo massimale di es-
istenza.

(iii) Si studino le proprieta di convessita/concavita delle soluzioni e si discuta ’esistenza
di eventuali punti di flesso.

(iv) Si tracci il grafico qualitativo delle soluzioni per alcuni valori significativi di .

4. Si determinino gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni f, : (0,400) — R definita come f,(z) = 2 "log(1 + z™).

10



17 luglio 2014

(i) Sia f(z,y) = >+ €® +log(1 + (x — y)?). Si dimostri che {(z,y) € R?: f(z,y) =1}
in un intorno di (0,0) coincide con il grafico di una funzione x = g(y).

(ii) Si scriva lo sviluppo di Taylor del secondo ordine (con il resto di Peano) di g centrato
iny=0.

(iii) Si verifichi che y = 0 € un punto di massimo locale per g.
2. Si calcoli [[[, z(2? + y?) dz dy dz dove

1
E:{(;U,y,z)eR3:x2+y2+z4§4, 3(3:2+y2)§22§3(x2+y2)e220}.

3. Per ogni a > 0, si consideri il problema di Cauchy

{y%x) = log(z + y(x)),

4(0) = a. (Pa)

Si stabilisca per quali valori di a € (0,400) il problema (P, ) ammette un’unica soluzione
Yo prolungabile a tutto R. Per tali valori di « si calcolino inoltre i limiti della soluzione
Yo () per x — +oo e si discuta l'esistenza di asintoti.

4. Per o € R sia

[yl cosz, sey #0,

fa:RQ%Rv fa(xay):
0, se y = 0.

(i) Si determini, al variare di a € R, I'insieme dei punti di R? in cui f, ¢ continua.

(ii) Si determini, al variare di a € R, I'insieme dei punti di R? in cui f, & derivabile
parzialmente.

(iii) Si determini, al variare di o € R, I'insieme dei punti di R? in cui f, ¢ differenziabile.

11



12 settembre 2014

1. Si scriva l'integrale generale dell’equazione differenziale

et

v+ (0~ 20(0) = 1

2. Si calcoli ffAy dx dy dove

A:{(x,y)€R2zx2+y2§1, (x—1)2+y2§1ey20}.

3.
(i) Si dimostri che il luogo degli zeri della funzione
F:Rx(0,400) =R, F(z,y)=(1—y)e® — (2242 +1)log(2y)
coincide con il grafico di una funzione f : R — R nella variabile x.
(ii) Si dimostri che £ < f(z) < 1 per ogni z € R.

(iii) Si discuta l'esistenza di punti di massimo/minimo locale di f e si studino i limiti di
f per x — £oo.

(iv) Si tracci un grafico qualitativo di f.

4. Sideterminino, al variare di « € (0, +00), gli insiemi di convergenza puntuale e uniforme
della serie di funzioni -
Z (v/n + cos x)? c
A Rt A

nexn

(0, +00).

n=1

12



