Associazione tra due
variabili quantitative



Esempio (1)

Supponiamo che un professore voglia dimostrare che
esercitarsi a casa aiuti gli studenti nel superamento
dell'esame. A tal fine registra la votazione dei compiti a
casa e degli esami e li rappresenta graficamente su un
diagramma cartesiano (votazioni espresse in 100-esimi).
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Esempio (2)
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. " I risultati confermano ['opinione
' del docente secondo cui chi fa
. | bene gli esercizi ¢ candidato a
superare a pieni voti I'esame?
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x Gli studenti con alte votazioni nel compito a casa
tendono ad avere alte votazioni all'esame.

% L'andamento fra le due variabili sembra essere lineare.



Associazionhe

Si parla di associazione quando si studia la relazione
esistente tra due variabili quantitative.

5{@‘

Ad esempio:

L'obiettivo ¢ quello di valutare come si
comporta una variabile al variare dell'altra.

1) "Peso del neonato” vs "Consumo alcolici della madre”
2) “"Consumo di nutella” vs "Peso”
3) ..




Peso neonato alla nascita (kg)

Ore passate davanti alla TV

ssociazione - esempli
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Peso neonato alla nascita (kg)

Ore passate davanti alla TV

ssociazione - esempli
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Tipi di Associazione

Tra due variabili quantitative puo esistere una
relazione:

proporzionalita inversa
v lineare <

proporzionalita diretta
v non lineare

v di indipendenza



Distribuzione campionaria congiunta di due variabili

Si consideri un insieme di coppie (x;, y;) di valori di
uricemia, misurati con due metodi (X ed Y) in un gruppo
di 10 uomini anziani.

Ciascun prelievo di sangue (uno per soggetto) é stato
ripartito in due aliquote, una analizzata con il metodo
X e |'altra con il metodo Y.

Soggetti
Metodo |1 |2/ 3|4 5678|910
X b8162(69(6.1/54/62|59|55|/66|64
Y 60/63/68|62|54(64/61|54|6.8|6.6




Grafico di dispersione

I dati possono essere rappresentati in un diagramma
cartesiano: ogni punto é rappresenta una coppia (x;, y;).
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Osservazione

In presenza di una relazione lineare diretta, ci si attende
che se una misura x; ¢ maggiore della media, anche la
corrispondente misura y; sia maggiore della media.

7
X* my Y

S5 6 7
URICEMIA (mg/dl): Metodo X

I punti (x,y,) sono addensati nel primo e nel terzo
quadrante.

Le due variabili X e Y possono essere descritte da una
legge del tipo: Y = a+bX.

x- [ y+
o

x+ / y+

e che:

URICEMIA (mg/dl): Metodo Y
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Indici di Covariazione - Codevianza

La codevianza e la somma dei prodotti degli scarti:

ny = an:(xi _X—)(YI _)7)

. Se Cyy>0 le coppie di scarti concordi (+/+ o -/-)
prevalgono su quelle di scarti discordi (+/- o -/+);

« Se Cyy<0 le coppie di scarti discordi (+/- o -/+)
prevalgono su quelle di scarti concordi (+/+0 -/-);

. Se Cyy=0 le coppie concordi e discordi si equivalgono.



Indici di Covariazione - Covarianza

La covarianza ¢ la media dei prodotti degli scarti:

Z(x X))y, -y)=

SXY

(n —1) (n 1) ©o

v La covarianza, in analogia con quanto visto per la
varianza campionaria, ¢ definita come il rapporto tra
codevianza e n-1.

v' La covarianza seque lo stesso andamento della
codevianza.



Indice di correlazione lineare (1)

Il coefficiente di correlazione lineare e pari al rapporto
tra la covarianza e il prodotto delle deviazioni standard
(s« e s,) delle variabili x e y:

E' una misura:
1) della direzione

2) della forza
del legame lineare fra due variabili X e Y.




Indice di correlazione lineare (2)

I| coefficiente di correlazione lineare r:

Sey C

5.5, /DD,

1) ¢ un numero puro (adimensionale)

—

2) e simmetrico (rimane invariato se si scambiano le
due variabili)

3) ¢ invariante rispetto a trasformazioni lineari
(come il cambio di origine o il cambio di scala)



Indice di correlazione lineare (3)

4) Il coefficiente di correlazione lineare puo assumere
valori compresi tra -1 e +1.

—1<r<1
(il segno di r dipende solo dal numeratore)

r=-1 legame perfettamente lineare (relazione inversa)

-1<r<0 legame tendenzialmente lineare (relazione inversa)

r=0  assenza di correlazione lineare

O<r<1 |egame tendenzialmente lineare (relazione diretta)

r=1  legame perfettamente lineare (relazione diretta)




Calcoli dell'esempio - uricemia in 10 uomini

X, | yi | -0y, -7)x -2 [y, - D]x %)y, - ¥)
1 |[58(60|-031|-02 ] 009 |004 +0.06
2 |6.2]163| +0.1 | +0.1| 0.01 | 0.01 +0.01
3 69,68 +08 | +06 | 064 | 0.36 +0.48
4 | 61|62 0] 00| 00 | 00 0.0
5 (54|54 | -0.7 | -08 | 049 | 0.64 +0.56
6 62|64 | +01 | +0.2 | 001 |0.04 +0.02
7 [ b9]161|-02)|-01| 004 001 +0.02
8 b5|54 | -06 | -08 | 0.36 | 0.64 +0.48
9 |66 68| +0b | +0.6 | 0.25 | 0.36 +0.30
10 | 64|66 | +0.3 | +04 | 0.09 | O0.16 +0.12
Tot 198 | 2.26 2.05




.. quindi

X Y
media 6.1 6.2
devianza 198 2.26
codevianza 2.05
igﬁr"‘:agi'one 0.97
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Esercizio

Studenti 112|134, 5|6 |7 8|9 10

X; (voti casa) 90 | 60 | 45 (100| 15 |23 | B2 | 30 | 71 | 88

Y, (voti esame) 90 | 71 | 65 |100| 45 | 60 | 75 | 85 |100| 80

Yy
r 1) Calcolare r

) r=408.29/(29.67x17.63)=0.78

2) ...e se il professore avesse trovato
un valore di r prossimo a 0?

3) ...e se il professore avesse trovato
un valore di r prossimo a -1?

votazione nell’esame
un
=)
T

1 1
0 50 100

votazione nel compito a casa ———




Indovina l'indice di correlazione

FIGURE 10-2 Scatterplots
http://quessthecorrelation.com/
http://www.wilderdom.com/301/int/cor-guess.html

0



Relazione non lineare

r=0.15

A

Un valore basso di r non indica assenza di relazione, ma
significa mancanza di relazione LINEARE!

Y=a+bX —  Y=za+bX+cX?

Non interpretare mai il valore di r da solo, & sempre
, meglio costruire un grafico di dispersione dei dati.




Linee guida per l'interpretazione del valore di r

Valore assoluto | Giudizio sulla
dir correlazione
0.0-0.2 Bassissima
0.2-0.4 Bassa
0.4-0.6 Media
0.6-0.8 Alta
0.8-1.0 Molto alta




Variabilita spiegata: r?

Un valore di Y predetto non sara necessariamente
uguale al valore di Y osservato, perché in aggiunta a
X, vi sono altri fattori che influiscono su Y, come
fluttuazione aleatorie ed altre variabili non incluse
nello studio.

Il valore di r? rappresenta la proporzione di
variabilita di Y spiegata dalla relazione lineare tra X

eY

Esempio: r=0.78 r=0.6084

Circa il 61% della variabilita del voto di esame ¢ spiegata
dalla sua relazione con il voto del compito a casa



Retta di regressione

Se esiste una relazione lineare tra X e Y ..

. posso interpolare i punti con una retta

100

O/O/r)
80 S o
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40

20

Votazione all'esame (Y)

0

0 2I0 4‘0 6‘0 8‘0 100
Votazione nel compito a casa (X)
Potrei cosi cercare di ‘predire’ il voto dell'esame
(variabile dipendente) in funzione del voto nel

compito a casa (variabile indipendente) |



Relazione deterministica vs relazione statistica

BMI=(peso-kg)/(altezza-m)?

35
!

Valutiamo il BMI per un
insieme di valori di altezza che
abbiamo osservato su un
insieme di soggetti con un
particolare peso:

30
]

25
]

20
!

- peso = 80 kg | | | | | .
-altezza=dalb6al9m .

Relazione deterministica



Relazione deterministica vs relazione statistica

Hb=By+B,*eta +¢

Valutiamo i valori di
emoglobina (g/dl) di un insieme e
di donne con eta variabile. ™ ,.;/;/*’
T 12 - .
-Hb =da 10 a 16.5 g/dl 2 - v
- etd da 20 a 70 anni 4
0 . T T T T T T 1
0 20 30 40 50 60 70 80
I valori di emoglobina variano N ——

in donnhe con la stessa eta

Relazione statistica



Modello di regressione lineare semplice

La regressione lineare semplice ¢ un modello che studia
come una variabile di risposta Y (var. dipendente)
dipenda da una variabile esplicativa X (var.
indipendente).

La relazione fra Y e X ¢é riassunta dall'equazione di una

retfa:
Y=Bg+ B X+e¢
Por PiX te
Y !
parte parte

sistematica casuale
(segnale) (rumore)
Questo modello ipotizza che la risposta y sia il risultato
della somma di:
-una parte sistematica (che e funzione lineare di x)

-una parte casuale (che essendo puramente accidentale
non dipende da x)



Modello di regressione lineare semplice

L'idea di base del modello di regressione e' che le
medie di Y al variare di x stiano su una linea retta.

Y = By + BiX

Da notare che nell'equazione della retta non compare
pit la componente casuale ¢, dato che si assume che in
media essa sia hulla e non dipenda da X.

20 - 7:b0+ blx
16 1 - La retta di regressione di
$ 12 i popolazione & un modello
s & . con parametri B, e B; che
- 4 vengono stimati da b, e b; a
| partire dal campione di dati
0

o gz o =i gam o osservati.
0 10 20 30 40 50 60 70 80

eta’ (anni)



Stima della retta di regressione

Poiché le rette del piano sono infinite, dobbiamo
definire un criterio che permetta di stimare la "migliore
retta” di regressione per i punti osservati.

Una scelta ragionevole ¢ quella della retta che passa il
pitl vicino possibile all'insieme di questi punti.

Yy
b

g

]
=]

votazione nell’esame ——»

1 L o X
0 50 100

votazione nel compito a casa ———»



Stima della retta di regressione

Nello stabilire una misura di distanza tra la retta e
I'insieme dei punti, occorre definire:

Y. = valore osservato di Y per l'unita i
Y. = b, + b X; = valore previsto di Y per l'unita i

N
e =Y,—Y, =errore

W
(=}
I

votazione nell’esame ——
<> < 8
T I T
| |
| |
| |
o
[ ]
N [ ]
[ ]
[ ]
®
r
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+
O
X

! !
0 50 100

votazione nel compito a casa ———



Stima della retta di regressione

Si sceglie la retta che minimizza la somma dei quadrati
degli errori, ovvero degli scarti fra i valori osservati di
y e quelli predetti sulla base della retta

5SS = Ze,-z = Z(YI — 9;‘ )2 = Z[Y,' - (bo +b1Xi )]2
i—1 i-1 i=1

1or . = by + byx
valore osservato Yyl ---
e .
valore previsto  Yil--2

50 errore




Esempio

401

30 1

20 +

10 +

y=1+x

Residual = 7

;J

Residual = 11

[

. ¢
|"l Residual = -13
F{esidua?l = -5 . . . .
10 20 30 40
it (x=8,y=4)
y=4

$=14+8=9



Stima della retta di regressione

Le stime b; e b, si oftengono minimizzando SS:

D CR B

b — _ =l _ Ty
: DX : < \2 SZX
Z (Xi - X)
i=1
bo — y_ bx y
' . : 50.47 + 0.46x
Nell'esempio: 10 >

y=771 X =574
Sy~ 408.3 s,=29.7

Lh
Qo

votazione nell’esame ——

b, = 408.3/(29.7)2 = 0.46
bo= 77.1- 0.46:57.4=5047 5 T

votazione nel compito a casa ———




Interpretazione della retta di regressione

\/Zbo+b1X

AY “Variazione

AX “Variazione in }

3
A n X"

_AY

B =—
'l A,‘,
0 X

3o = intercetta, cioé 1l punto in cui la retta interseca
‘asse delle Y (valore di Y quando X=0)

3, = coefficiente angolare o pendenza della retta
(variazione di Y quando X aumenta di una unita)

B1 < O -> proporzionalita inversa

B1 >0 -> proporzionalita diretta



Interpretazione della retta di regressione

'y = 50.47 + 0.46-x |

Interpretazione dell'intercetta (by=50.47) ?

Voto d'esame di uno studente con votazione O nel
compito a casa.

Interpretazione della pendenza (b;=0.46)?

Se il voto del compito a casa migliora di un punto, il
voto all'esame cresce di circa mezzo punto.



Stima della retta di regressione

Proprieta:

1) La retta stimata passa per il baricentro delle
osservazioni.

per X =X — 9:y

2) La somma dei residui e nulla.

;ei :Z;Yi_yi =0

3) La somma dei valori stimati € uguale alla somma
dei valori osservati.



Esempio

Dato un campione di sette individui, si vuole valutare la
relazione tra la pressione arteriosa e I'eta.

ETA' PRESSIONE

(anni) (mmHg) .
25 120 ]
30 125 B
42 135 4
55 140 E
55 145 ]
69 180 r
70 160 e

Come varia la pressione in funzione dell'eta?



Esempio - soluzione

Ingredienti per la stima della retta di regressione:
y =14357 x =4943 s5,=27110 s,,=29133

b, = 291.33/271.10 = 1.07 b, = 143.57 - 1.07-49.43 = 90.46

200

180

160

140

120

100

T T T T T T T
20 30 40 50 80 70 80

La pressione aumenta di 1 mmHg per ogni anno di eta.



Esempio - quesiti

| pressione = 90.46 + 1.07eta

Interpretare l'intercetta ed il coefficiente angolare.

Di quanto varia la pressione
all'aumentare dell'eta di 2 anni?
all'aumentare dell'eta di 10 anni?
al diminuire dell'eta di 1 anno?

o
o=
o

=
o -

160

140

120

100




Interpolazione vs estrapolazione

Sulla base della relazione lineare fra X e Y, potrei tentare
delle predizioni (ad es. pressione in funzione dell'etd).

/\\ Attenzione a fare ¢
previsioni dove non ci  _ =
sono datil "7
7/
o __ Intervallo rilevante

0 20 40 60 80
Eta' (anni)

ESTRAPOLAZIONE: prevedere  INTERPOLAZIONE: prevedere y
y in corrispondenza di un valore  in corrispondenza di un valore di
di X esterno dellintervallo X interno dell'intervallo rilevante

rilevante (mi aspetto che un soggetto (mi aspetto che un soggetto di 60 anni
di 10 anni abbia una pressione intorno a abbia una pressione intorno a 150 mmHg).

100 mmHg).
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Valutazione della bonta di adattamento

La valutazione della bonta di adattamento della curva si
misura tramite il coefficiente di determinazione:
_variazione spiegata

r2 = — 0<r’<1
variazione totale

207 (5, 19)
191 °
171 J ?
167 ——
Deviazione
totale ) (5, 13)/
V=% /S -
12 i
(5.9) Nota: nella regressione lineare
L Ao, semplice il valore di r* &
1.0 S Ead . .
| semplicemente il quadrato del

—h
oOo=_=NWAOONO®O®O©O
SN T —— }

coefficiente di correlazione lineare (di
Pearson).



Assunti regressione lineare

y A
E(Y) = iz + Bo
N(B1x3 + Bo,0?)
| N(B1z2 + fo, %)
N(Biz1 + Po, c?)
0 1 Lo I3 4

Per ogni valore X, |la corrispondente distribuzione di Y nella
popolazione e Gaussiana con media situata sulla linea di
regressione «vera» e varianza costante.



Grafico dei residui

Gli assunti di normalita e omoschedasticita (varianza costante)
possono esser valutati tramite il grafico dei residui e, =y, -,

Regression residuals

0.002 0.004

-0.002 0.000

-0.004

20

40

60

80

X

100 120 140

Quando gli assunti sono
soddisfatti il grafico dovrebbe
apparire cosi:

1) Una nuvola di punti senza
tendenze

2) Simmetrico rispetto a Y=0

3) Piu punti vicino alla linea
Y=0

4) Stessa variabilita sopra e
sotto la linea Y=0 per ogni X



Serum Uric Acid and Pulse Wave Velocity Among Healthy
Adults: Baseline Data From the Brazilian Longitudinal Study

of Adult Health (ELSA-Brasil)

Cristina Pellegrino Baena,'? Paulo Andrade Lotufo,? José Geraldo Mill,? Roberto de Sa Cunha,? and

Isabela J Bensenor?

BACKGROUND

We aimed to evaluate a possible association between serum uric
acid (SUA) levels and carotid-to-femoral pulse wave velocity (cf-PWV)
among healthy participants of the ELSA-Brasil.

METHODS

We excluded subjects using antihypertensive medication,
diuretics, allopurinol, binge drinkers, body mass index (BMI)
>35kg/m?, and those with history of cardiovascular diseases
(CVD). In a cross-sectional and sex-specific analysis, linear
regression models were built having cf-PWV as dependent vari-
able and SUA as independent variable. Multiple adjustments
were subsequently made for age, heart rate and blood pres-
sure, BMI, and fasting glucose levels as covariates. Product
interaction terms were built to test interaction between SUA
and other covariates.

RESULTS

We analyzed 1,875 men and 1,713 women (mean ages, 48.9+8.4 and
50.2+£8.7 years, respectively). SUA was linearly associated with cf-PWV
in men (P = 0.01) and in women (P = 0.01). After full adjustment, the
association remained significant for men (P = 0.01) and no longer sig-
nificant for women (P = 0.10). Fully adjusted linear coefficients B (95%
Cl) were 0.06 (0.015; 0.112) and 0.04 (—0.01; 0.12) in men and women,
respectively. Significant interaction between SUA and age (P = 0.02)
fasting glucose (P < 0.01) and BMI (P = 0.02) was found only for women.

CONCLUSION
In an apparently healthy population, SUA was significantly associated
to cf-PWV in men but not in women.

Keywords: aortic stiffness; blood pressure; gender; hypertension; pulse
wave velocity; uric acid.

doi:10.1093/ajh/hpu298



RESULTS

We analyzed 1,875 men and 1,713 women (mean ages,
48.9+8.4; 50.2+£8.7 years respectively). As predicted, SUA
values were higher in men than in women (6.2+ 1.2 mg/dl
vs. 4.53+0.9mg/dl). Mean PWYV also differed among gen-
ders (9.06+1.41 m/s vs. 8.4+ 1.30 m/s for men and women,
respectively) justifying a sex-specific analysis. Age-adjusted
Pearson correlation between SUA and cf-PWV showed coef-
ficients of r = 0.089 for men (P = 0.01) and r = 0.073 for
women (P = 0.01).

Pulse wave velocity measurements (m/s) by SUA units
(mg/dl) are shown in at Table 1. Univariate analysis showed
significant linear association between SUA and PWYV for
men and women (P = 0.01 for both genders). After adjust-
ment for age, blood pressure, and heart rate the linear asso-
ciation lost significance for men (P = 0.06) and remained
significant in women (P = 0.01). After further adjustments
for BMI and glucose levels the association was positive and
significant for men (P = 0.01). Linear coefficient showed
that there is a difference of 0.06 (0.015; 0.112) m/s in men
cf-PWV by unit in SUA (mg/dl). Nonsignificant interaction
between SUA and age, blood pressure, BMI, or fasting glu-
cose was found for men. For women, we found significant
interaction between SUA and age (P = 0.02) fasting glucose
(P=0.01) and BMI (P =0.02).



Table 1. Linear association between serum uric acid with pulse wave velocity by genders

Men (n = 1,865)

Women (n =1,713)

B Cl (95%) P B Cl (95%) P
Univariate 0.07 (0.03, 0.13) <0.01 0.14 (0.13, 0.26) <0.01
Adjusted for age 0.36 (0.05, 0.67) <0.01 0.38 (0.05, 0.07) <0.01
Plus blood pressure and heart rate 0.04 (-0.003, 0.089) 0.06 0.07 (0.013, 0.125) 0.01
Fully adjusted 0.06 (0.015, 0.112) 0.01 0.04 (-0.01, 0.12) 0.10

Fully adjusted model: age, blood pressure, and heart rate measured before pulse wave velocity measurement, body mass index, and fast-
ing glucose. Results are presented as difference in cf-PWV unit by each serum uric acid unit (mg/dl).



