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1 Funzione implicita

1.1 Studio locale

1. Si verifichi che x = 0 é punto di massimo relativo per la funzione y = f(x) definita implicita-
mente dall’equazione

ex+y + x2y2 − e(x+ 1) = 0

con punto iniziale (0, 1).

2. Si consideri la funzione f : R2 → R definita da

f(x, y) =

{
y4 − xe 1

x se x 6= 0
0 se x = 0

Si tracci un grafico qualitativo locale (individuando la retta tangente e la concavitá/convessitá)
della curva di livello passante per (1, 1).

3. Sia γ la curva di livello di f : R2 \ {(0, 0)} → R, definita da

f(x, y) =
x2y

x2 + y2
,

passante per il punto P = (1, 2). Tracciare un grafico di γ in un intorno di P individuando la
retta tangente e la concavitá/convessitá.

[γ′(1) = 16/3, γ′′(1) = 80/27 con y = γ(x).]

4. Sia γ la curva di livello di f : (0,∞)× R→ R, definita da

f(x, y) = xy − y2 + 2y,

passante per il punto P = (1, 1). Tracciare un grafico di γ in un intorno di P individuando la
retta tangente e la concavitá/convessitá.

5. Sia F : R3 → R definita da F (x, y, z) = 4 + ex−x2− y2−xz. Verificare che, in un intorno del
punto (2, e, 0) la relazione F (x, y, z) = 0 definisce implicitamente una funzione x = h(y, z). Si
calcoli inoltre ∂h

∂z (e, 0).
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6. Verificare che l’equazione ex − 2ey + 3x − 4y + 1 = 0 definisce implicitamente, in un intorno
del punto (0, 0), una funzione y = f(x). Scrivere lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di f,
centrato in x = 0 e tracciare il grafico di f in un intorno di x = 0.

7. Si verifichi che (1, 0) é punto di massimo relativo per la funzione z = f(x, y) definita implici-
tamente dall’equazione

(x− 1)2 + y2 + ez + ez
2

= 2

con punto iniziale (1, 0, 0).

8. Si consideri la funzione z = f(x, y) definita implicitamente dall’equazione

y2 log(x2) + z log(y + z)− y = 0

tale che f(1, 0) = 1. Si determini il polinomio di Taylor P2 del secondo ordine di f centrato in
(1, 0).

[P2 = 1 + y2/2.]

9. Si verifichi che l’equazione
ex + ey+z − ex+z + z − 1 = 0

definisce in un intorno dell’origine una funzione z = f(x, y). Al variare di v = (v1, v2) versore
in R2 si calcoli Dvf(0).

[−v2.]

10. Si verifichi che {
ex

2 − ex+z + y = 1
ey+z − ex+z + z2 = 0

definisce in un intorno del punto (1, 1, 0) una curva in R3 di equazione parametrica x = t, y =
y(t), z = z(t).

11. Si stabilisca se {
x3 + y2 − yz + x = 0
ln y + (x− y)(z2 − 1)− z + 1 = 0

definisce in un intorno del punto (0, 1, 1) una funzione (x, z) = (g1(y), g2(y)).

1.2 vari

1. Si verifichi che l’equazione

y exp

(∫ x

1

1

1 + t8
dt

)
− 2xey−2 = 0

definisce implicitamente, in un intorno del punto (1, 2), una funzione y = g(x). Si calcoli
l’equazione della retta tangente al grafico di g in (1, 2).

[y = −x+ 3.]

3. Sia f(x, y) = x2 − y2 + y4.

a. Si stabilisca se f definisce implicitamente, in un intorno del punto (0, 0), una funzione
y = h(x) o una funzione x = g(y);

b.* si disegni l’insieme {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0}.
[a. No.]

4. Si consideri la funzione f(x, y) = 1 + 3
√
y5 − x4. Si stabilisca se la curva di livello passante per

il punto (0, 1) puó essere descritta localmente da una funzione y = g(x); in caso affermativo e
se possibile, si determini il polinomio di Mc Laurin al quarto ordine.
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5. Sia x = g(y) definita implicitamente in un intorno di (0, 1) dall’equazione

−ey−x − x2y2 + e(2x+ y) = 0

Si calcoli

lim
y→1

g(y)

(y − 1)2
[1/6.]

6. Si consideri l’equazione
x2 + 2x+ ey + y − 2z3 = 0.

a. Si stabilisca se in un intorno del punto (−1, 0, 0) definisce una superficie di equazione
y = g(x, z); in caso affermativo si scriva l’equazione del piano tangente alla superficie in
(−1, 0, 0);

b. si stabilisca se in un intorno del punto (−1, 0, 0) definisce una superficie di equazione
z = h(x, y); in caso affermativo si scriva l’equazione del piano tangente alla superficie in
(−1, 0, 0).

[a. y = 0; b. 6 ∃.]

7. Si provi che l’equazione ∫ x

0

et − 1

t
dt+ z2y + ez+y − y − x = 1

definisce una funzione z = z(x, y) in un intorno di (0, 0) tale che z(0, 0) = 0. Si determini
l’equazione del piano tangente al grafico di z in (0, 0).

[z = 0.]

8. Si provi che in un intorno di (1, 1, 0) l’equazione

z +

∫ x

1

et

2 + sin(πt)
dt =

∫ yz

0

t

t2 + e−t
dt

definisce una funzione z = g(x, y). Se possibile, si scriva il polinomio di Taylor centrato in
(1, 1) di g al secondo ordine.

2 Curve

1. Si calcoli la lunghezza delle seguenti curve

a. γ : [0, π/2]→ R2, definita da γ(t) = (cos t sin t, cos2 t);

b. γ : [0, 1]→ R3, definita da γ(t) = (t3, 2t2, t2);

c. γ : [0, 2]→ R3, definita da

γ(t) =

{
(t3/2, 1, t) t ∈ [0, 1]
(et − e+ 1, et−1, 1) t ∈ (1, 2]

d. γ é il grafico della funzione f : [1, 2]→ R definita da f(x) = x2.

[a. π/2; b. (−40
√

5 + 29
√

29)/27. ]

2. Calcolare la lunghezza della curva γ : [0, 1] → R3, γ(t) = (t − 1, 1 − t2, 2 + 2
3 t

3). Confrontare
tale lunghezza con quella del segmento di estremi A = γ(0) e B = γ(1).

[lungh. 5/3, AB =
√

22/3. ]
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