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FUNZIONI POSITIVAMENTE OMOGENEE DI PRODUZIONE
E RENDIMENTI DI SCALA

DISPENSE INTEGRATIVE (Non perdere tempo se gia a conoscenza del tema)

1 FUNZIONI OMOGENEE

Supponiamo di avere un rettangolo di base x e di altezza y:

La lunghezza della diagonale del rettangolo ¢ una funzione d(x, y) della base x e dell' altezza y del rettangolo.
In particolare se raddoppio tanto la base quanto 1'altezza raddoppia anche la diagonale:

2d 2y
2x
Infatti:
d(z,y) = Na? + y?
per cui

d(27,2y) = 2222 + 2292
— o072 + 12

= Qd(lt ) y)

Piu in generale se moltiplico per uno stesso fattore non negativo u sia la base sia l'altezza del rettangolo, anche
la diagonale varia nella stessa misura, cioe:

d(pw, jry) = N ii2a® + pty?
= 2% +y?

= lld(x7 y)

Per l'area del rettangolo vale un discorso analogo ma con una differenza sostanziale. Anche l'area &
ovviamente una funzione della base e dell'altezza

A(x,y) = xy
1
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ma essendo I’area il prodotto di base per altezza, raddoppiando la base e raddoppiando l'altezza I'area non
raddoppia ma quadruplica:

A2z,2y) = 222y
=22y
= 2 Az,y)

e piu in generale:

Az, j1y) = ppy

= 1lay

= 1i*A(z,y)

Esprimeremo questi comportamenti delle funzioni prese in considerazione dicendo che la diagonale di un
rettangolo ¢ funzione omogenea di primo grado delle due variabili (base e altezza) mentre 1'area del rettangolo
¢ funzione omogenea di secondo grado delle stesse variabili. Diciamo di primo grado quando I’esponente di u
¢ 1; di secondo grado quando I’esponente di ¢ € 2; e cosi via.

ESERCIZIO. Ripetere lo stesso calcolo per il volume del parallelepipedo rettangolo di larghezza x, profondita
y e altezza h. Valutare il grado di omogeneita.

Sulla base degli esempi svolti sino a questo punto, diamo la seguente

DEFINIZIONE. In generale si dice che la funzione f (x, y) di classe C' & omogenea di grado k se comunque
si prenda un numero a > 0 si ha, in tutto il dominio della funzione:

f(ax, ay) = a“f(x,y)
Quindi, ad esempio, la funzione:

1 2

o) = 2005° = o[ Yo

¢ omogenea di primo grado. Per verificarlo moltiplicando per un qualsiasi o > O sia la x sia la y, otteniamo
2 (3 ax(ocy)z) =2 (?\’/oﬁ—xyz) =a (23 xyz)

dove chiaramente 1’esponente di a € uno.

Una funzione positivamente omogenea gode delle seguenti

PROPRIETA'

1. Se f (x, y) definita su un insieme aperto A ¢ differenziabile e omogenea di grado a le sue derivate parziali
prime sono funzioni omogenee di grado a—/. (Abbassamento di un grado)

2. Teorema di Eulero: Se f (x, y) ¢ dotata di derivate parziali prime nell'aperto A allora ¢ omogenea di grado k
se e solo se ¢ verificata la relazione:
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Ay R o
- ,

0x

Oppure, supponendo n variabili indipendenti: f: R™ - R

Zn af(x)xl_ — kf(xl, e Xp)

i=1 0x;

Dimostrazione (elementare). Alla funzione f{x;,...,x,) omogenea di grado k applichiamo prima la sostituzione

Z;,= ax; ottenendo

f(xiaax}\J = akf(xl a“'axN)

Differenziando ora rispetto ad o otteniamo

N 1

of Ox; B
E _85 _802 = ka* 1 f(z,,...,zy)
=1 i

Sostituiamo le derivate

nell’espressione precedente e otteniamo

N
Za_f'xz = ko‘kilf(xl 7"~7$N)

i=1 81‘2

1l risultato ottenuto vale per ogni a > 0. In particolare ponendo o = 1 (interpretare) si ottiene
N
of
o=, = kf(my,...,7y)
i1 9

ESEMPIO. Data la funzione: f(z,y) = yz® 4+ 2y° le derivate parziali sono:

f(z,y) =3yz® +¢°
f(z,y) = 2° + 3y’

e quindi:

of (,y) + uf, (2.9) = 2(3y2® + ¢ ) + y(2® + 3up?)
= dyz® + day’
= 4f(z,y)
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per cui la funzione ¢ omogenea di grado 4 come possiamo facilmente verificare (okkio agli esponenti):

flua, my) = py(pz) + pz(py)
= :U/Jlf(xv y)

Le derivate parziali della funzione sono quindi funzioni omogenee di grado 4 — 1 = 3, infatti:

£, ) = By (pa )+ (py)’
= 1’ f (z,y)

f (o y) = (pa )’ + 3pz(py )
= ,ugfy ($7 y)

FUNZIONI DI PRODUZIONE, GRADO DI OMOGENEITA E RENDIMENTI DI SCALA

Applichiamo le funzioni omogenee al caso della funzione di produzione (dando per note le sue caratteristiche
generali)

ESEMPIO 1

Sia la funzione di produzione tipo Cobb-Douglas a due fattori:

f(z,y) = kay"

in cui k € una costante e x e y sono due fattori di produzione (significhi quello che significhi...), mentre p e g
sono (per semplicita) numeri reali non nulli. Avremo:

Flpa, py) = k| (pz)” (uy)q} = Pt f(z,y)

per cui la funzione di Cobb-Douglas ¢ omogenea di grado p + gq.

Si proceda adesso al calcolo delle derivate seconde miste [derivata rispetto a x della derivata prima parziale

9*f(x,y) . *f(xy) _ 9*f(x)
By9x ] e verificare che dyax — oxdy - Vale

quindi il teorema di Young. Applicandolo alla funzione Cobb-Douglas di cui sopra ottenendo

. Jd ,0 . . . .
rispetto a y, ovvero —— (%), e viceversa; in genere si scrive

*f(x,¥)
dyodx

0*f(x,y)
= P-1y0,q-1 — __ ~ V777
kpxP~"qy oxdy

La produttivita marginale di x varia al variare di y in modo identico a come varia la produttivita marginale di
y al variare di x.

Esercizio. Sia la funzione di produzione Cobb-Douglas

y = AK?L"
4
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con 7 e n reali positivi qualsiasi. Immaginando il solito vincolo di spesa per I'impresa C = rk + wL:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

g

Studiare il grado di omogeneita della funzione di produzione

Applicare per verifica il teorema di Eulero

Valutare la produttivita marginale singola e incrociata dei fattori

Ricavare dall’appropriata Lagrangiana le domande ottime di L e K

Studiare il grado di omogeneita delle domande ottime

Mettere in relazione il grado di omogeneita della funzione di produzione e quello delle domande dei
fattori

Studiare (a+b+c+d+e+f) nel caso particolare in cui z +n = 1.

Il vincolo non serve a questo. Scriviamo

FuK, pL) = A[(uK ) (uL)" | = " AKZL!

La funzione ¢ omogenea di grado z + n.

b)

c)

Neppure adesso serve il vincolo. Calcoliamo le derivate parziali e applichiamo Eulero:

%K+%L:(Mz‘lﬁ)K+(MKzﬁ_l)L

=7AK*L’ +nAK*I
=(z+nAKL’

che verifica il teorema di Eulero. La funzione ¢ omogenea di grado z + n.

I termini tra parentesi al punto b) indicano la produttivita marginale dei due fattori. E’ ovviamente
positiva ed & crescente per z > 1 ed n > 1. Per la produttivita marginale “incrociata” deriviamo ciascuna
derivata parziale per I’altra variabile:

—1yn n—1
a(ZAI{aZL L ): ZnAKzfanfl — ZnAKzfanfl — a(nAI;;(L )

La produttivita marginale incrociata ¢ simmetrica e Young ¢ soddisfatto.

d)

Scriviamo la Lagrangiana (adesso serve il vincolo)

A= AKL" — AwL + 1K — C|

Le condizioni del primo ordine (assumendo soddisfatte quelle del secondo) sono

aA_ z—lyn __ _

8K_ZAK L'—Air=0 )]
aA_ zyn—1 _ _

CT AK*L Aw=20 (2)
ON
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Dividendo la (1) per la (2) otteniamo
L _ r
nk w
—— na
SMST  Bewo daivo da fatod

@

Ricavando prima L e poi K da (4) e sostituendoli uno alla volta in (3) otteniamo le domande dei

fattori:

Le due funzioni di domanda dei fattori sono omogenee in C ed r e in C e w, rispettivamente? E se si,
di che grado? Valutiamo con Eulero entrambi 1 casi

%—i—fr: 0=0(K")
%—Z—gw =0=0(L")

Le domande dei fattori sono omogenee di grado zero. Che implicazioni “economiche” ha questa cosa?
Provare a moltiplicare per 100 le variabili C ed r nella prima e C e w nella seconda. Cambia la domanda
di K ed L? Conoscete altre funzioni di domanda con questa proprieta? (pensate ai consumatori)

n + z > 0 Ovvero: il grado di omogeneita della funzione di produzione ¢ maggiore del grado di

omogeneita delle domande fattori

g) Farlo per esercizio, anche alla luce di quanto detto al punto c.

3. APPROFONDIMENTO SUI RENDIMENTI DI SCALA

Torniamo al caso della funzione f: R? - R

YV —

AK®IP

Di che grado ¢ questa funzione? Applico Eulero per verificare se

aYK+aYL—( + BAK*LE
kK tak=@th

Facendo i calcoli verifico che effettivamente & cosi (FATELI).

Nulla abbiamo detto pero del valore di o e f. Facciamo alcuni casi:
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a) a=1epf=1.Grado della funzione: 2. Quindi mi aspetterei che se moltiplicassi ogni fattore per u = 2
(un raddoppio!) il prodotto totale aumenterebbe di i = 2% = 4 volte. E’ vero? Vediamo:

A2 KO0 [P = 20t (AKTP) = 22 (AKIP) = 4AK° T/

Quindi poiché il raddoppio dei fattori fa quadruplicare la produzione siamo in presenza di

b) a=2e P =2. Svolgere e verificare che ¢ un caso analogo a quello sub. a, sempre supponendo un
raddoppio della quantita dei fattori.
c¢) a=0.5ep=0.5. Eulero conferma che in questo caso il grado di omogeneita della funzione & 1:

Y g 4 OY L — (a4 B)AK°D = AK°T
0K oL

Allora essendo la funzione omogenea di grado 1, i rendimenti di scala sono costanti. Il raddoppio
dei fattori genera un raddoppio del prodotto (niente di piu ¢ niente di meno):

A20K2° [P = 20 (AKIP) = 2Y(AK“IP) = 2AK°IF

d) a=0.2ep=0.3. Eulero conferma che il grado di omogeneita & sempre oo+ f =0.2+0.3=0.5< 1.
Che succede raddoppiando la quantita dei fattori?

A2 K28 If = 20 B(ARIP) = 295 (AKIP) = N2(AKIP)

Quindi il prodotto totale aumenta di circa 1.41 volte ma non raddoppia o piu che raddoppia. La

4 UNA DIGRESSIONE (SI SPERA) UTILE
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Supponiamo di avere una funzione di produzione omogenea di grado 1 (si dice linearmente omogenea,
che non vuol dire che la funzione sia in sé lineare'). Sia tale funzione omogenea di grado 1 la seguente

Y = f(K,L)

Prima proprieta. In una funzione di produzione omogenea di grado 1, il prodotto medio dei fattori puo
essere espresso in termini del solo rapporto k = K/L.

Verifica: sia il solito u dei paragrafi precedenti in questo caso 1/L. Moltiplichiamo gli argomenti per tale
fattore e otteniamo

55

Questo vuol dire che la Y ¢ diventata una qualche funzione della sola k, diciamo ¢(k). Allora il prodotto
medio di L sara

v _f&L) o
Z = T = f(k,1) = p(k)

e il prodotto medio di K sara

v _JEL) JEL)L_ fkD) ek

K K L K k k

Interpretazione. Con una tecnologia produttiva omogenea di grado 1, I’aumento delle quantita dei fattori
effettuato mantenendo costante il loro rapporto K/L mantiene costante il prodotto medio. Le funzioni che
esprimono il prodotto medio (vedi sopra) sono omogenee di grado zero nelle variabili K ed L (perché?).

Seconda proprieta. In una funzione di produzione omogenea di grado 1, il prodotto marginale dei fattori
puo essere espresso in termini del solo rapporto k = K/L.

Verifica: Partiamo dalla equazione del prodotto medio di L

X:ﬂK¢)

S e (L (0

e riscriviamo la funzione di produzione come segue
Y = Lo(k)

Deriviamo rispetto a K:

z2 22>

1 La funzione ¢(z,y,2) = — 4+ —— non & lineare ma & omogenea di grado 1.
X

8
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oY 0
T T I T T T
sl
-yt 1)
dk (L
_ deth)
dk

Interpretazione. Con una tecnologia produttiva omogenea di grado 1, il prodotto fisico marginale del
fattore (K in questo caso) ¢ funzione esclusiva del rapporto K/L. Come per il prodotto medio, anche
I’equazione che esprime il prodotto fisico marginale ¢ omogenea di grado zero (il prodotto fisico marginale
non cambia se k resta costante all’aumentare di K).

Ripetere lo stesso calcolo per L e ricavare che

O _ oy — £ 220

0L 0L
Anche per L vale quanto affermato per K?

Esercizio. Che succede se u =1/K?

Estensioni

I risultati relativi alle funzioni omogenee di primo grado si estendono al caso di N variabili indipendenti.
Sia

Y = f(2,29,...,7y)

Poniamo in questo caso u pari a 1/x;. Moltiplichiamo gli argomenti per tale fattore e otteniamo

Lo Ty
_7-'n7_

Y =20

Ty Iy

L’estensione al caso di N variabili vale anche il teorema di Eulero, per cui

ZN ﬁx =Y

i=1 i
Oz,

Ed entrambe le estensioni si “estendono” ulteriormente al caso di omogeneita r > 1. Quindi

Ty N

_ T
Y =x2/0|—,...,
Iy Zy

: Omogeneita di grado r
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ZN af:p =rY

=19y : Teorema di Eulero nel caso di omogeneita di grado r con N variabili
1

indipendenti.
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