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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

4
max / 3z di
X 0

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo della Programmazione Dinamica:

2
min/ (2% 4 %) dt
0

T=x+u
z(0) = -2
u>0

In order to solve the PDE «F, + Az?> + BF2 + F, =0 (with A and B constants), we suggest to find the solution in the

family of functions F = {F(t,z) = 2G(t), with G = G(t) function}.

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo

t1
J(u) = t ftx, ) dt + 9 (x(t1))
%= g(t,x.u)
x(ty) =
max J(u)
ueC
C={u:[to,t1] = U C R¥, u ammissibile}

con f, g e 1 funzioni continue e «, ty e t; fissati.

i. Sotto opportune ipotesi, si enunci e si provi la condizione necessaria di Bellman—Hamilton—Jacobi

affinche V' sia funzione valore V' del problema (1);

ii. Sotto opportune ipotesi, si enunci e si provi una condizione sufficiente affinche V sia la funzione valore

per il problema (1) e u* suo controllo ottimo.



4. (6 punti) Si consideri il “moonlanding problem”:

( maxm(T)

ueC

h=v

. U
v=——g
m
m = —ku

h0) =ho,  WT) =
v(0) = vy, u(T)
m(0) =M+ F
m(t) > 0, h(t) >0
C={u:[0,T] = [0,«], admissible}

0
0

dove hg, M, F, g, —vg, k e a sono costanti positive fissate e il tempo finale T" & libero.

i. Si illustri il problema nel dettaglio, introducendo le variabili di stato, il controllo, le loro relazioni
tramite la dinamica e il funzionale da massimizzare;

ii. si provi che la soluzione ottima ha al piu’ uno switching point.

5. (6 punti) Si consideri il seguente problema di cattura-evasione di tipo
Pursuer: min J(u, us), FEvader: max J(u,us)

up u2

uy(t) € Uy C R uy(t) € Uy C RF2
J(u,us) = —1 if 3¢ 2 0 s.t. x(t) € int(7p)

+1 otherwise

x = g(x,u, uz)
\ x(0) = a, acGy\To CR"”
con g continua, target set [0,00) x 7o chiuso e game set [0,00) x Gy. Si supponga, inoltre, che la condizione

di Isaacs sia soddisfatta.

i. Sotto opportune e ulteriori ipotesi

— si forniscano le definizioni di insieme degli stati di cattura C,p, di insieme degli stati di fuga Es.
e di barriera Bg,;

— si introduca la nozione di semipermeabilita;

— si introduca il concetto di controllo di barriera;

— si forniscano e si dimostrino le equazioni che permettono di costruire la barriera.

ii. Si consideri il modello “Interception of a straight flying evader”:
Pursuer: min J (v, ¢), FEvader: max J(¢,p)
P pe{—1,+1}
—1 if 3¢t>0 st |[(x(t),y(t))]2 <!
+1 otherwise
T =wp—siny
Y= —cosvy
(.ZE(O),y(O)) = (x(]vy())v Yo >0

J(Wp)—{

conw > 1 el >0 fissati.

— si illustri il modello con rigore, introducendo le variabili di stato, il controllo e le loro relazioni
tramite la dinamica;
— sfruttando risultati del punto i., si costruiscano la barriera del problema, gli insiemi Cq) € Es.



