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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

max/ e 2z —u)dt
0

T =ue !

z(0) =1
0<u<l1

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo della Programmazione Dinamica:

2
min/ (x —w) dt + z(2)
v Jo

b=1+u?

z(0) =1

In order to solve BHJ equation, we suggest to find the solution in the family of functions

F={V(t,x) = A+ Bt + Ct* + DIn(3 — t) + E(3 — t)x, with A, B,C, D, E constants}.

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo autonomo

t1
Jw = | flxu)dt+ P(x(t1))
% = g(x, u)
X(to) = o
max J(u)
ueC
(C = {u:[to,t1] — U C R¥, u ammissibile}

con tg e tp fissati.

i. Nelle ipotesi che il control set U sia compatto e che f, g e v siano limitate e Lipschitz rispetto a x
uniformemente rispetto a u, si provi che la funzione valore & limitata e Lipschitz;

ii. si mostri che la funzione valore del problema

2
min [ (u® + 4z)dt
u
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non ¢ Lipschitz (non & richiesto di risolvere 'esercizio).



4. (6 punti) Nel contesto della teoria dei giochi differenziali, si consideri un gioco a due giocatori con il primo
Leader e il secondo Follower:

i. si introduca con rigore la nozione di equilibrio di Stackelberg nella classe delle strategie open—loop;
ii. si illustri la tecnica risolutiva con il metodo variazionale;

iii. si consideri il seguente problema (“On international pollution with hierarchical relations”):

( 0 1 1

Leader: max/ et (uL (k:L — uL> — (;SL:E2> dt uyg, >0
ur, 0 2 2

1

o 1
Follower: max/ et (uF <kF — uF) — ¢Fx2> dt up >0
ur 0 2 2
T=ur+ur —ax
x(0) = mo, xz(t) >0

con r ¢r,or, K;, e Kp costanti positive;

a. si introduca il modello proposto;

b. sirisolva il problema di determinare un equilibrio di Stackelberg non nullo nella classe delle strate-
gie open—loop (¢ richiesto di risolvere completamente il problema per il Follower e di individuare,
senza risolverle, le condizioni necessarie e sufficienti per il Leader).

5. (6 punti) Si consideri il seguente problema della “Dubin car”:

( mJnT

T, = cosf

ig =sin6

0=u

z1(0) =4, x2(0) =0, 0(0) =m/2
ZCl(T) = 0, $2(T) =0

lu| <1

i. Si introduca con precisione il modello;

ii. sirisolva il modello proposto (si suggerisce di usare un teorema di esistenza per garantire che il controllo
estremale trovato ¢ ottimo).



