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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale




max
∫ 4

0
3xdt

ẋ = x + u
x(0) = 0
x(4) = 3

2e4

0 ≤ u ≤ 2

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo della Programmazione Dinamica:




min
∫ 2

0
(x2 + u2) dt

ẋ = x + u
x(0) = −2
u ≥ 0

In order to solve the PDE xFx + Ax2 + BF 2
x + Ft = 0 (with A and B constants), we suggest to find the solution in the

family of functions F = {F (t, x) = x2G(t), with G = G(t) function}.

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo




J(u) =
∫ t1

t0

f(t,x,u) dt + ψ(x(t1))

ẋ = g(t,x,u)
x(t0) = α
max
u∈C

J(u)

C = {u : [t0, t1] → U ⊂ Rk, u ammissibile}

(1)

con α, t0 e t1 fissati.

i. Sotto opportune ipotesi, si enunci e si provi la condizione necessaria di Bellman–Hamilton–Jacobi
affinchè V sia funzione valore V del problema (1);

ii. Sotto opportune ipotesi, si enunci e si provi una condizione sufficiente affinchè V sia la funzione valore
per il problema (1) e u∗ suo controllo ottimo;

4. (6 punti) Si consideri il “two-sector model”




max
u∈C

∫ T

0
x2 dt

ẋ1 = αux1

ẋ2 = α(1− u)x1

x1(0) = a1

x2(0) = a2

C = {u : [0, T ] → [0, 1] ⊂ R, u ∈ KC}
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dove α, a1, a2 e T sono positivi e fissi; si consideri in particolare il caso T > 2
α .

i. Si introduca con rigore il modello proposto;

ii. si risolva il modello proposto.

5. (6 punti) Si consideri il modello “two fishermen at the lake” (dove abbiamo già operato la sostituzione
y(t) = lnx(t), con x = x(t) quantità di pesce nel lago):





I F.: max
w1

∫ ∞

0
a1(y + ln w1)e−rt dt II F.: max

w2

∫ ∞

0
a2(y + lnw2)e−rt dt

w1 ≥ 0 w2 ≥ 0
ẏ = α− w1 − w2 − βy

y(0) = y0 ≥ ln 2, y(t) ≥ ln 2

i. Si introduca con rigore il modello proposto;

ii. si introduca per un gioco differenziale a due giocatori, la nozione di equilibrio di Nash open–loop e
gli elementi di teoria necessari per determinare tale equilibrio nel modello proposto (non è richiesto
provare nulla);

iii. si determini l’equilibrio di Nash open–loop nel modello proposto.


