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Cognome: nome:

1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

8>>><
>>>:

min

Z
3

1

[x+ 2t(1� et)u] dt

_x = 2x+ 4ut
x(1) = 0
0 � u � 2

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo della Programmazione Dinamica:

8>>>>><
>>>>>:

max

Z 1

0

2
p
ue�2t dt

_x = 2x� u

x(0) = 1
x � 0
u � 0

In order to solve B{H{J equation for the current value function, we suggest to �nd the solution in the family of functions

F = fV c(x) = A
p
x; A 2 Rg:

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo autonomo

8>>>>>>><
>>>>>>>:

J(u) =

Z
t1

t0

f(x;u) dt+  (x(t1))

_x = g(x;u)
x(t0) = �
max
u2C

J(u)

C = fu : [t0; t1]! U � Rk; u ammissibileg
con t0 e t1 �ssati.

i. Nelle ipotesi che il control set U sia compatto e che f; g e  siano limitate e Lipschitz rispetto a x

uniformemente rispetto a u, si provi che la funzione valore �e limitata e Lipschitz;

ii. si consideri l'equazione di Bellmann-Hamilton-Jacobi: il fatto che la funzione valore sia Lipschitz che
conseguenze ha? Si introduca la nozione di soluzione viscosa per il sistema di Bellmann-Hamilton-
Jacobi, motivando la necessit�a di tale de�nizione;

iii. sia V 2 C1; si provi che essere soluzione del sistema di Bellmann-Hamilton-Jacobi �e equivalente a
essere soluzione viscosa per il sistema di Bellmann-Hamilton-Jacobi.
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4. (6 punti) Si consideri il seguente modello di produzione e gestione del magazzino:

8>>>>>><
>>>>>>:

min
u

Z
T

0

(�u2 + �x) dt

_x = u

x(0) = A

x(T ) = B

u � 0

ove T > 0; 0 � A � B sono tutte costanti �sse.

i. Si introduca con precisione il modello;

ii. si risolva il modello proposto nel caso � = 1; � = 4; T = 2; B = 2 e jAj < 2 (si noti che qui A puo'
essere negativo).

In order to solve the BHJ equation we suggest to consider the family of functions

F = fV (t; x) = a(t� 2)3 + b(x+ 2)(t� 2) + c
(x�2)2

t�2
; with a; b; c non zero constants g.

5. (6 punti) Si consideri il seguente gioco di�erenziale a somma zero:

8>>>>><
>>>>>:

Player I: max
u12U1

J(u1;u2); Player II: min
u22U2

J(u1;u2)

J(u1;u2) =

Z
T

0

f(t;x;u1;u2) dt+  (x(T ))

_x = g(t;x;u1;u2)
x(0) = �

(1)

ove T �e �ssato e Ui sono i control set per i due giocatori.

i. Si considerino per il gioco le strategie open-loop; sotto le opportune ipotesi si introducano, con rigore, le
de�nizioni di funzione valore inferiore V � e di funzione valore superiore V +, introducendo le nozioni di
controllo e strategia non anticipativa necessarie. Quando si dice che il problema (1) ammette funzione
valore V ?

ii. Si consideri il gioco a somma zero

8>>>>>><
>>>>>>:

Player I: max
u1

J(u1; u2) Player II: min
u2

J(u1; u2)

ju1j � 1 ju2j � 1

J(u1; u2) =

Z 1

0

sgn(x)
�
1� e�jxj

�
e�t dt

_x = (u1 � u2)
2

x(0) = x0

(2)

Si provi che non ammette funzione valore.

iii. Si fornisca la condizione di Isaacs per il problema (1): si mostri che tale condizione per (2) non �e
veri�cata.


