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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

muinT
$(B) =2(0)= -1
x(T)=x(T)=0
lul <1

Si consiglia di usare un teorema di esistenza per provare che il controllo estremale determinato & ottimo.

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con la Programmazione Dinamica

oo

max / 2y/ue "t dt
0
T=2r—u
z(0) =1
x>0
u>0
Per risolvere la BHJ equation per la funzione valore corrente, si suggerisce di cercare le soluzioni nella famiglia di funzioni

F={V(z)=Ayz, AcR}.

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo autonomo

t1
Ju)= [ fxu)dt+(x(t))
X = g(X, :(1))
x(ty) =
max J(u)
ueC
C={u:[to,t1] = U C R¥, u ammissibile}

con tgy e t fissati.

i. Nelle ipotesi che il control set U sia compatto e che f, g e v siano limitate e Lipschitz rispetto a x
uniformemente rispetto a u, si provi che la funzione valore ¢ limitata e Lipschitz;

ii. si consideri I'equazione di Bellmann-Hamilton-Jacobi: il fatto che la funzione valore sia Lipschitz che
conseguenze ha? Si introduca la nozione di soluzione viscosa per I'’equazione di Bellmann-Hamilton-
Jacobi, motivando la necessita di tale definizione;

iii. si provi che V(t,z) = |z| 4+ t é soluzione viscosa dell’equazione di Bellmann-Hamilton-Jacobi per il
problema,

0 2) 2
max/ —(|“|4+)dt+|x(0)y
-1

T=u
ul <2
z(-1)=1



4. (6 punti) Si consideri il “two-sector model”

T
max/ zo dt
ueC 0
T = aury
o = a(l —u)ry
z1(0) = a;
1‘2(0) = az
(C={u:[0,T] = [0,1]] CR, ue KC}

dove «, a1, as e T sono positivi e fissi; si consideri in particolare il caso T" > %
i. Si introduca con rigore il modello proposto;

ii. si risolva il modello proposto.

5. (6 punti) Si consideri il seguente gioco di cattura—evasione
( Pursuer: minJ(up, up), Fvader: max J(uj,uz)
up us
ul(t) (S Ul, UQ(t) S U2
Tx
Twru) = [ fcun ) de + v (x(T)
0

x = g(x,u,ug)
x(0) = «a, (0,) eG\T
(Tx,x(Tx)) € OT

con target set 7 dato da
T=R"x Ty CRT x R"

ove Tp ¢ chiuso, con game set G C RT x R™ e con Ty tempo di uscita della traiettoria; le funzioni f, g e v

siano continue.
i. Si provi che la funzione valore V'~ non dipende esplicitamente dal tempo, cioe

V™ (t,x) =V~ (x), Y(t,x) € G;

ii. si provi che
G =R" x Gy Cc Rt x R™;

iii. si provi che se V=~ & in C(int(Gy \ 7)), allora Pequazione inferiore di Isaacs diventa

{HDP(X, VV7(x)) =0 for x € int(Gy \ 7o)
V™ (x) = ¥(x) for x € Ty



