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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

1
max/ (tr — u?)dt
-1
i =x+ u?
o(-1)=-2-1

0<u<l1
2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo della Programmazione Dinamica:

2
min/ (2% +u?) dt
0

T=x+u
z(0) = -2
u>0

In order to solve the PDE zF, + Az? 4+ BF2 + F; = 0 (with A and B constants), we suggest to find the solution in the family
of functions F = {F(t,z) = 2>G(t), with G = G(t) function}.

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo

r t1
J(u) = f(t,x,u)dt
to
x = g(t,x,u)
x(to) = a (1)
max J(u)
ueC
C ={u:[ty,t1] = U C R*, u ammissibile}

con «, tg e tp fissati. Siano f e g continue con derivate continue rispetto a x.
i. Si enunci la condizione necessaria di Pontryagin per il problema (1);

ii. nel cason = k =1, C = {u : [tp,t1] — R, u ammissibile e continua} aperto e non vuoto e con
f, g € C!, si dimostri la condizione necessaria di Pontryagin (& richiesta la dimostrazione anche del
lemma tecnico);

iii. sotto opportune ipotesi, si illustri un risultato sul comportamento dell’Hamiltoniana lungo il cammino
ottimo (optimal path) e lo si provi.

4. (6 punti) Si consideri il seguente gioco differenziale a somma zero:
Player I: max J(uj,usp), Player II: min J(u;, ug)
up u2
T
J(ul)uQ) = / f(t,X, 111,112) dt+¢(X(T)) (2)
0
X = g(t7X> u1>u2>
x(0) =«



ove T ¢ fissato e U; sono i control set per i due giocatori.

i. Si introducano, con rigore, le definizioni di funzione valore inferiore V'~ e di funzione valore superiore
V', introducendo le nozioni di controllo e strategia non anticipativa necessarie. Quando si dice che il
problema (2) ammette funzione valore V'?

ii. Si consideri il gioco a somma zero

Player I: max J(u1,u2) Player II: min J(u1, u2)
] < 1 g <1
J(ui,ug) = /OO sgn(z) (1 - e_m) e tdt (3)
&= (u — u2)02
z(0) = xg

Si provi che non ammette funzione valore.

iii. Si fornisca la condizione di Isaacs per il problema (2): si mostri che tale condizione per (3) non &
verificata.

5. (6 punti) Nel contesto della teoria dei giochi differenziali a 2 giocatori e a somma zero, si consideri il
modello “war of attrition and attack” di Isaacs:

( Player A: mng(oz,ﬁ) Player B: mﬁin J(a, B)
0<a<l , 0<p<1
Jaud) = [ (- - (1= g
& = m01 — c1fz2

{bz = MMy — CXT
z;(0) =zi0 >0,  xi(t) >0

con c1, Cg, M1 € my costanti positive, con ¢y > ¢q, T' > 0 fissato.
i. Si introduca il modello proposto;

ii. si determini un equilibrio di Nash nella classe dei controlli open loop, richiamando i risultati teorici
che si usano (non e richiesto provare nulla e neanche di verificare che z;(t) > 0).



