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1. (6 punti) Si risolva il seguente problema con il metodo variazionale

m&nT
i@i #(0) = —1
z(T)=x(T)=0
lu| <1

Si consiglia di usare un teorema di esistenza per provare che il controllo estremale determinato & ottimo.

2. (6 punti) Si risolva il seguente problema con la Programmazione Dinamica

oo
max/ 2v/ue 2 dt
0
T =2xr—u
z(0) =1
x>0
u>0
Per risolvere la BHJ equation per la funzione valore corrente, si suggerisce di cercare le soluzioni nella famiglia di funzioni
F={Ve(x) = AVz, AR}

3. (6 punti) Si consideri il seguente problema di controllo ottimo

r t1
J(u) = f(t,x,u)dt
to
x = g(t,x,u)
x(to) = & (1)
max J(u)
ueC
C ={u:[ty,t1] — U C R¥, u ammissibile}

con «, ty ety fissati.
i. Sotto opportune ipotesi, si enunci la condizione necessaria di Pontryagin per il problema (1);

ii. sotto opportune ipotesi, si enunci e si provi la condizione sufficiente di Mangasarian.

4. (6 punti) Si consideri il “two-sector model”

T
max zo dt
ueC 0

1 = aury
9 = a(l —u)ry
171(0) = al
IL‘Q(O) = az
(C={u:[0,T] = [0,1] CR, ue KC}

dove «, aq, as e T sono positivi e fissi; si consideri in particolare il caso T" > %



i.

ii.

Si introduca con rigore il modello proposto;

si risolva il modello proposto.

5. (6 punti) Si consideri il seguente gioco differenziale a somma zero:

Player I: max J(uy,ug), Player II: min J(uy, us)
up u2
T
J(ui,uz) = / ft,x,ur,uz) dt + ¥ (x(T)) (2)
0
X = g(tvxa u17u2)
x(0) =

ove T ¢ fissato e U; sono i control set per i due giocatori.

i.

ii.

iii.

Si introducano, con rigore, le definizioni di funzione valore inferiore V'~ e di funzione valore superiore
VT, introducendo le nozioni di controllo e strategia non anticipativa necessarie. Quando si dice che il
problema (2) ammette funzione valore V7

Si consideri il gioco a somma zero

Player I: max J(u,u2) Player II: min J(uq,uz)
ul u
lui| <1 . lug| <1
J(ui,u) = / sgn(z) (1 — e_m) e tdt (3)
0
T = (u1 — U2)2
x(0) =z

Si provi che non ammette funzione valore.

Si consideri ora il problema

Player I: max J(uj,ug), Player II: min J(uy,ug)
ui u2
J(ulv u2) = ¢(T7 X(T))
X:g(t7x7 U.1,'L'l2) (4)
x(0) =«

(T, x(T)) € 8S

con T libero e target set S C [0,00) x R™ chiuso. Si supponga che il problema ammetta funzione
valore in C! e che sia soddisfatta la condizione di Isaacs (se necessario si aggiungano altre ipotesi). Si
fornisca una dimostrazione geometrica dell’equazione di Isaacs per il problema (4).



