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L "analisi fattoriale

Esempio di estrazione e rotazione

Giovanni Battista Flebus

I.ezioni di Psicometria




ANALISI FATTORIALE

* Esempio di estrazione delle componentt
* Rotazione del fattori

e Estrazione secondo il metodo dei fattori iterati




Esempio di es’rrozione delle
componen’rl

: Cmque domande di un questlonarlo (scala di

Likert da 1 molto contrario a 5 molto d’accordo)

* 1559 studenti delle scuole medie hanno risposto
al questionario

e SPSS calcola le statistiche univariate e la matrice
delle correlazioni
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Statistiche descrittive

Analisi
Deviazi | fattoriale
Media | one std. N
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso 415 1,077 1559
w2 Mia madre e affettuosa con me 3,80 1,144 1559
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica 246 1,445 1559
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 2,84 1,268 1559
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno 2,77 927 1559

Le medie ci informano che le risposte non sono
estreme, ma variano e si collocano abbastanza al
centro dell’ambito delle risposte




Matrice di correlazione?

wl |
mieli w4
geni Pen
tori SO
son w3 di w5
- 0 Vorr | aver | Gli
Alcune correlazioni sono elevate brav ei |eun |inse
.. i w2 | aver | bel | gna
SOﬁO un bU.OIl IHIZIO per geni Mia e fisic nti
un’analisi fattoriale éor: . Teag e | ane looel
son | affet | cost | he |noil
0 tuos | ituzi |senz | mio
orgo a one a iImp
glio | con | fisic | vest | egn
SO me a iti 0
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orge 472 |-,114 | ,107 | ,147
w2 Mia madre e affettuosa con me 472 11,00 |-,099 | ,109 | ,186
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,114 |-,099 | 1.00 1-567 |-,013
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti , 107 | ,109 ||-,567 | 1,00 | ,031
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno 147 | 186 [-,013 | ,031 | 1,00
w1l | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso ,000 | ,000 | ,000 | ,000
w2 Mia madre e affettuosa con me ,000 ,000 | ,000 | ,000
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica ,000 | ,000 ,000 | ,301
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti ,000 | ,000 | ,000 114
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,000 | ,000 | ,301 | ,114

a. Determinante =,496
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Definizione e calcolo delle

comundnze
e —n — — — —

* |e comunanze sono, per ogni variabile
osservata, la somma delle varianze comuni fra
fattor1 e variabili osservate.

* L.a somma di queste varianze (standardizzate)
vale 1, per ogni variabile
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Comunalita

Estrazione delle comunanze

Iniziale

w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso
w2 Mia madre e affettuosacon me

w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica

w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti

w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno

1,000
1,000
1,000
1,000
1,000

Metodo di estrazione: Analisi componenti principali.

/
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Matrice fattoriale (correlazioni fra

variabili osservate e variabili Iatenti)

Matrice di componenti?

Componente
1 2 3 4 5
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso ,629 ,500 | -,317 | -503 ,037
w2 Mia madre é affettuosa con me ,631 528 -,228 ,519 -,034
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,665 583 -,044 ,036 464
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 670 | -,573 ,076 ,041 463
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405 ,860 | -,050 | -,012

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 5 componenti estratti
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Matrice fattoriale (correlazioni fra

variabili osservate e variabili Iatenti}

Matrice di componenti?

Componente
1 2 3 4 5
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso ,629 ,500 | -,317 | -503 ,037
w2 Mia madre é affettuosa con me ,631 528 -,228 ,519 -,034
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,665 583 -,044 ,036 464
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 670 | -,573 ,076 ,041 463
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405 ,860 | -,050 | -,012

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 5 componenti estratti
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Varianza totale spiegata

Componente

Pesi dei fattori non

o b WD B

Metodo di estrazionf: Analisi componenti principali.

Autovaloriiniziali ruotati

% %
% di cumul % di cumul

Totale | varianza ata Totale | varianza ata
1,780 35,595 35,595 | 1,780 35,595 |35,595
1,361 27,222 162,817 | 1,361 27,222 162,817
900 18,001 (80,817 900 18,001 (80,817
527 10,543 (91,361 527 10,543 (91,361
432 8,639 | 100,0 432 8,639 | 100,0

Con un numero di fattori estratti uguale al numero delle
variabili, la somma degli autovalori € uguale alla varianza

standardizzata delle variabili osservate (=N)
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Matrice di componenti?
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——Cugmponente
1 2 3 4 5
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso ,629 ,500 | -,317 | -,503 ,037
w2 Mia madre é affettuosa con me 631 528 -,228 ,519 -,034
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,665 583 -,044 ,036 464
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 670 -,573 ,076 ,041 463
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405 ,860 | -,050 | -,012

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 5 componenti estratti

S
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=4 La matrice di saturazioni fattoriall ho
ques’re coro’r’rens’nche

» Le n variabili osservate sono scomposte in n component1
(inferite o latenti)

* La somma dei loro quadrati per riga ¢ uguale a 1 (=

comunanza) I

* [a somma dei loro quadrau per colonna ¢ uguale
all’autovalore (o varianza del fattore)

* La prima componente ¢ piu elevata (e importante della sua
seguente - forma canonica.

* [a somma dei prodotti della riga r per la riga s ¢ uguale al
coefficiente di correlazione fra la variabile r e la variabile s

* [La somma det prodotti di una colonna s per una colonna r
¢ uguale a zero (1 fattori sono indipendentt)
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Matrice di componenti@

\ Componente
o 3 4 5
w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgogliosol ,629 ,500 | -,317 | -,503 03_7I
w2 Mia madre e affettuosa con me 031 528 | -,228 519 | -,034
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica | -,665 ,583 | -,044 ,036 464
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti .6/0 -5/73 ,0/76 ,041 403
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405 ,860 | -,050 | -,012

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 5 componenti estratti
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wl | miel genito

w3 Vorrei avere

somma -0,114 '

Questo valore ¢ la
correlazione della
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a ripartizione in cinque fattori (serie= fattore

—————————

rafico delle cinque comunanze, suddivise secondo

1,2

0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

O Serieb5
O Seried
O Serie3 ||
B Serie2
B Seriel
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autovalori (in forma canonica o
ordine decrescente), si possono
conservare solo le prime
componenti principall, (per
esempio, due) e trascurare le
altre




Estrazione di un numero
inferiori di fattori, per esempio
due
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Pesi deil fattori non
Autovaloriiniziali ruotati

% %
% di cumul % di cumul
Componente | Totale | varianza ata Totale | varianza ata
1,780 35,595 (35,595 | 1,780 35,595 |35,595

1,361 217,222 162,817 | 1,361 21,222 162,817
,900 18,001 |80,817
927 10,543 |91,361
432 8,639 | 100,0

Metodo di estrazione: Analisi componenti principali.

o b WD

Varianza totale spiegata
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e Con due fattori estratti. ..
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le comunanze sono 1nfer10r1 2 1 po1che si

trascura la varianza associata con 1 fattori di

minotre importanza

Comunalita

Estraz

Iniziale | ione

w1l I miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso 1,000 ,645
w2 Mia madre é affettuosa con me 1,000 ,678
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica 1,000 , (82
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 1,000 (78
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno 1,000 ,258

Metodo di estrazione: Analisi componenti principali.




Matrice di componenti?

Componente

1 2
w1l | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso ,629 ,500
w2 Mia madre e affettuosa con me ,631 528
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,665 ,583
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 670 -,573
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 2 componenti estratti




Con due fattori estratti, si

conserva lI'informazione

rlevante sulle prime due
componenti




Con due fattori estratti, si
DOSSONO rappresentare
graficamente le saturazioni sui
orimi due fattori
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| due fattori non sono Mmolto
comprensibili. Pero possono
essere modificati, per renderli
Intferpretablli
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1,0=

0,57

Grafico componenti

Componente 2
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Grafico componenti
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E Ecco Il risultato finale

Grafico componenti ruotato
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28 | a trasformazione imposta ai
due fattori si chiama

rotazione ortogonale

* | valori della trasformazione hanno raramente
senso per l'interpretazione. Sono pero stampati

da SPSS




Matrice di trasformazione

dei componenti

Componente 1 2
1 725 ,689
2 -,689 (25

Metodo estrazione: analisi

componenti principali.

Metodo rotazione: Varimax
con normalizzazione di Kaiser.
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Matrice di trasformazione

dei componenti

Componente 1 2
1 725 ,689
2 -,689 125

e i e

coseno

Metodo estrazione: analisi
componenti principali.
Metodo rotazione: Varimax

con normalizzazione di Kaiser.

~ seno

I.a matrice di trasformazione contiene 1 seni e
coseni degli angoli di rotazione
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Matrice di componenti?

GO UNIVERS!

Componente

1 2
w1 | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso ,629 ,500
w2 Mia madre e affettuosa con me ,631 ,528
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,665 ,583
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 670 -,573
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,306 ,405

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
a. 2 componenti estratti

Matrice di trasformazione
dei componenti

Componente 1 2
1 725 ,689
2 -,689 725

Metodo estrazione: analisi
componenti principali.
Metodo rotazione: Varimax

con normalizzazione di Kaiser.
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w1l | miei genitorisono
w2 Mia madre e affettuc
w3 Vorrei avere un’altrg
w4 Penso diavere un [
w5 Gli insegnanti apprg

SI moltiplica la matrice non ruotata
per la matrice di trasformazione

Matrice
Componenti Matrice di fattoriale
non ruotati trasformazione ruotata
1 2 1 2 1 2
0,63 0,50 1} 0,73 0,69 0,11 0,8
0,63 0,53 2| -0,69 0,73] 0,09 0,8
-0,67 0,58 -0,88 -0,0
0,67 -0,57 0,88 0,0
0,31 0,40 -0,06. 0,50

per esempio:

riga 3a x colonna la= coeffriga 3a, colonna la
riga5 x colonna 2a = coeff riga 5a colonna 2a
0,67 x 0,73 +0,58x(-0,69)=-0,88

0,31 x 0,69 +0,40 x0,73 =0,50

" -



cco il risultato finale | due fattorl
S0No sempI|C| ecomprensmlll

* Armonia coi familiare (o adulti)

Matrice dei componenti ruotata?

Componente
1
w1l | miel genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso 112 , 796
w2 Mia madre é affettuosa con me 094 318
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,884 | -,035
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 881 ,046
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno -,057 || ,504]|

Metodo estrazione: analisi componenti principali.
Metodo rotazione; Varimax con normalizzazione di Kaiser.

a. Larotazione haraggiunto i criteri di convergenzain 3 iterazioni.
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Grafico delle comunanze con i fattori 'l

ruotaftl (in azzurro le varianze dei fattori abbandonati
1,2
1 O Serieb5
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rafico delle cinque comunanze originali, suddivise

(serie=

~ secondo la ripartizione in cinque fattoti

attore

1,2

0,8
0,6
0,4
0,2

O Serieb5
O Seried
O Serie3 ||
B Serie2
B Seriel




Criterio per la rotazione

-

BICOCCA

ortogonale (Varimax, Kaiser, 1958)

* i cerca la soluzione semplice:
Una variabile dovrebbe

1. essere molto satura di un solo fattore

(r>10,401)
2. avere saturazioni nulle sugli altri fattori

(x ~ 0)
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Rotazione obliqua ll
- Qﬁando la-‘rotazi'o‘ne degli assi non mantiene l
rigidi (ortogonali) gli assi di riferimento dei '

fattori, si ottengono le rotazioni oblique

* Gli assi non restano ortogonali, 1 fattori non
sono indipendenti fra di loro, ma le saturazioni
fattoriali sono piu grandi e facilitano
I'interpretazione dei fattori
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Esemplo ll

* Revisionando il questionario sulla depressione di Beck l
(BDI II), si scopri che c’erano due aspetti che '
partecipavano del fenomeno: 1l versante cognitivo-
atfettivo e il versante comportamentale. |

* Non aveva senso cercare una soluzione ortogonale,
(non esiste un aspetto affettivo della depressione
indipendente dall’aspetto comportamentale della
depressione). L.a soluzione ¢ stata trovata con due
fattort obliqui.



sto del Beck Depression Inventory |l
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ISTRUZIONIL. 1l presente questionario consiste di 21 gruppi di affermazion.i. et favore. le_gga attgntamente lg affer-
mazioni di ciascun gruppo. Per ogni gruppo scelga quella che meglio descrive come Leisie sentito nelle L{l\tzm_e due
settimane (incluso oggi). Faccia una crocetta sul numero corrispondente all’affermazione da Lei scelta. Se piu di una
affermazione dello stesso gruppo descrive ugualmente bene come Lei si sente, faccia una crocetta sul numero piu
elevato per quel gruppo. Non scelga pitt di una affermazione per ciascun gruppo, incluse la domanda 16 (.”Sonno”)
e la domanda 18 (“Appetito”). E importante ricordare che non ci sono risposte giuste o sbagliate. Non si soffermi
troppo su ogni affermazione: la prima risposta € spesso la piu accurata. Grazie.

1. Tristezza 6. Sentimenti di punizione
0. Non mi sento triste. 0. Non mi sento come se stessi subendo una
1.  Mi sento triste per la maggior parte del punizione.
tempo. 1.  Sento che potrei essere punito.
2. Mi sento sempre triste. 2.  Mi aspetto di essere punito.
3.  Mi sento cosi triste o infelice da non poterlo 3.  Mi sento come se stessi subendo una punizione.
sopportare.

7. Autostima

Considero me stesso come ho sempre fatto.
Credo meno in me stesso.

Sono deluso di me stesso.

Mi detesto.

2. Pessimismo
0. Non sono scoraggiato riguardo al mio futuro.

0.

i

1.  Mi sento piu scoraggiato riguardo al mio 2
futuro rispetto al solito. 2

2.  Non mi aspetto nulla di buono per me.
3.  Sento che il mio futuro ¢ senza speranza e 8. Autocritica

che continuera a peggiorare. Non mi critico né mi biasimo piu del solito.
Mi critico piu spesso del solito.
‘Mi critico per tutte le mie colpe.

Mi biasimo per ogni cosa brutta che mi
accade.

3. Fallimento

=
0. Non mi sento un fallito.
5
2

Sl e o

Ho fallito piu di quanto avrei dovuto.
. Se ripenso alla mia vita riesco a vedere solo
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Perché si chioma rotazione

%

Ecco un esempio di sette
variabilli su 1 primi due fattori




DEGLISTUDI

=<
=
]
|~
=
—
B

La rotazione O
ortogonale non
produrrebbe © o
una soluzione © o
offimale, le
variabili sono
troppo simili fra
di loro
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Le variabili sono sature O

O
di entrambi 1 fattori, ma
1 due fattoti sono ora
obliqui, cioe correlati fra ~ © o
O

di loro, ma si adattano
meglio ai punti dei
fattori
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Spss produce anche lo

correlazione fra | fattori obliqul
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* Tuttavia, 1n questo

Matrice di correlazione caso la correlazione

dei fattori . .
fra 1 due fattori €
Fattore 1 2
2 205 | 1,000 trascurabile e la
Metodo estrazione: fattorizzazione : :
dell'asse principale. soluzpne .fattorlale
Metodo rotazione: Promax con non dlffemsce molto

normalizzazione di Kaiser.
da quella ortogonale
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Matrice di struttura

|’rera’r| € rofazione promax

Esempio Iniziale, con fattor

Fattore
1 2
w1l | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso ,150 ,627
w2 Mia madre e affettuosa con me 142 751
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -, 759 -,146
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 147 154
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,030 ,242

Metodo estrazione: fattorizzazione dell'asse principale.
Metodo rotazione: Promax con normalizzazione di Kaiser.



Il metodo di estrazione del
fattor




Metodo di estrazione: Fattori
ITerafi

* Il metodo delle componenti principali ¢

matematicamente corretto, ma statisticamente
improbabile.

* I’ opportuno usare un altro metodo, detto det
fattori principali o iterati.
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Il metodo si basa su iterazioni: ll

* Al posto delle comunanze, si inserisce il |
coetficiente di correlazione multiplo di ogni '
variabile. |

* Si calcolano gli autovalori e le saturaziont '

 Si ricostituisce la matrice delle correlazioni y

e Si ricomincia con ’estrazione dei fattori '

* S1ripete 1l ciclo, finche le saturazioni osservate
sono uguali a quelle ottenute con la soluzione |
precedente. ll



Esempio applicativo

* Le stesse cinque variabili dell’esempio 1niziale,
con due fattori estratte e ruotatt
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Varianza totale spiegata

GO UNIVERSIT
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Pesi dei fattori non

Autovalori iniziali ruotati Pesi dei fattori ruotati
% % %
% di cumul % di cumul % di cumul
" | Fattor | varianza ata Totale | varianza ata
‘ 1,780 35,595 |35,595 | 1,298 25,965 25,965 | 1,139 22,783 (22,783
1,361 27222 162,817 | 853 17,068 (43,033 | 1,012 20,249 143,033
3 ,900 18,001 817
4 527 10,543 |91\361
5 432 8,639 | 100,0

Metodo di estrazione: Fattorizzazone fiell'asse principale.

* Gli autovalori 1niziali sono uguali alla soluzione delle
componenti principali, ma quelli dei fattori sono piu
piccol.

e [l metodo di estrazione tende a eliminare la varianza
delle variabili solitarie.
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Matrice fattoriale?@

Fattore
1 2
w1l | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso 445 443
w2 Mia madre e affettuosa con me 504 556
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -,644 402
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 639 -,388
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,151 ,190

Metodo estrazione: fattorizzazione dell'asse principale.

a. Tentativo di estrazione di 2 fattori. Sono richieste piu di 25 iterazioni.
(Convergenza=,002). L'estrazione e stata interrotta.



| SO UNIVERSITA'

Matrice fattoriale ruotata?@ ‘|

Fattore
1 2
w1l | miei genitori sono bravi genitori, e ne sono orgoglioso ,092
w2 Mia madre é affettuosa con me 072
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica -, 756 -,063
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 744 072
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno | ,007 243

Metodo estrazione: fattorizzazione dell'asse principale.
Metodo rotazione: Varimax con normalizzazione di Kaiser.

a. Larotazione haraggiunto i criteri di convergenzain 3 iterazioni.

Il metodo dei fattori iterati (o asse principale)
evidenzia la scarsa covariazione della
variabile w5 con le altre variabili dell’analisi, e
per questo e piu realistico (saturazioni basse) ||
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Iniziale | ione

w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso 231 ,394
w2 Mia madre e affettuosacon me ,240 ,564
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica 325 576
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 325 ,559
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno ,039 ,059

Metodo di estrazione: Fattorizzazione dell'asse principale.

straz
Iniziale one
rgoglioso 1,000 ,645
1,000 ,678
1,000 , (82
iti 1,000 (78
1,000 | \,258 |

e Con |

i

rincipale, due fattori

molto le comunanze,

izzazione dell’asse

estratti fanno cambiare

soprattutto per la domanda

J
1
|
|
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Varianza totale spiegata

Pesi dei fattori non

Autovaloriiniziali ruotati Pesi dei fattori ruotati
% % %

% di cumul % di cumul % di cumul
Fattore | Totale | varianza ata Totale | varianza ata Totale | varianza ata
1 1,780 35,595 35,595 | 1,298 25,965 25,965 | 1,139 22,783 (22,783
2 1,361 27,222 (62,817 ,853 17,068 (43,033 | 1,012 20,249 143,033
3 ,900 18,001 (80,817
4 527 10,543 (91,361
5 432 8,639 | 100,0

Metodo di estrazione: Fattorizzazione dell'asse principale.



* Con 1 Fattori iterati, non si possono ottenere tantt
fattori quante sono le variabili osservate, poiché vi ¢ una
riduzione della covariazione (la matrice perde il suo

* SPSS stampa un avviso per avvisare che 'estrazione
chiedera un numero piu basso di1 fattort

Avvisi

Impossibile richiedere un numero di fattori pari a
guello delle variabili con qualsiasi metodo di
estrazione ad eccezione di PC. Il numero di fattori
verra ridotto di uno.

* Ma dal punto di vista statistico € piu realistico questo
approccio.
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Comunalita

Estraz

Iniziale | ione

w1l | miei genitori sono bravi genitori,e ne sono orgoglioso 231 ,394
w2 Mia madre e affettuosacon me ,240 ,564
w3 Vorrei avere un’altra costituzione fisica 325 576
w4 Penso di avere un bel fisico anche senza vestiti 325 559
w5 Gliinsegnanti apprezzano il mio impegno I ,039 ,059|

Metodo di estrazione: Fattorizzazione deII'aSSW

La comunanza della variabile 5 (solitaria) e sparita:
non fa riferimento a nessun’altra variabile
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« Il metodo dei Fattori pr1nc1pah ¢ da con51ghare

in sostituzione di quello delle componenti
principali

* Le differenze sono tanto piu elevate quanto piu
piccolo ¢ 1l numero di variabili osservate. A al di

la delle 35 variabili osservate, le differenze fra 1
metodi sono minime.




