Formulario per I'esame del corso di Elementi di
Fisica dei Plasmi*

December 20, 2022

1 Introduzione alla fisica dei plasmi

, 1/2
¢ Equazione di Saha-Boltzmann: % = (k%(%mfifﬂd/z exp (—I/kBT)>

3/2
e Distribuzione di Maxwell-Boltzmann: f(v) =n (QﬂZ;T> exp (— 2’,2;;)

e Lunghezza di Debye (elettronica): é = Efk?;;e

Ne e?
meg

e Frequenza di plasma (elettronica): w? =
2 Descrizione a singola particella: moto delle
cariche in un plasma

muv |
qB

e Raggio di Larmor: rp =

e Velocita di polarizzazione: vp = —q%d:l'—f x B

mvi
2B

e Momento magnetico: u =

e Forza dovuta al gradiente del campo magnetico: Fyg = —uVB

e Forza dovuta alla curvatura delle linee di campo magnetico: F¢ = —mvﬁ (B . V) b

e Momento canonico: p; = gTL- j=1...N
J

e Equazioni di Lagrange: %g—q@ — g—qL_ =0j5=1...N
J

e Integrale di azione: I; = f pidg;

*Per il significato dei simboli, si rimanda alle lezioni.



Lagrangiana della particella carica in un campo elettromagnetico: L =
imv? + gA(x,t) - v — qé(x,t), con B(x,t) = V x A(x,t) e E(x,t) =
—Vo(x,t) — S A(x,1)

Angolo critico per il confinamento in uno specchio magnetico: sin® ¢ =
Bimin

max

Il plasma come un fluido carico

Equazione di continuita per la specie a: V-(nq(x, t)uq(x, t))—l—an”ai(tx’t) =0

Equazione di conservazione del momento lineare per la specie «, senza
collisioni: mna(x,t)d"‘”di(tx’t) =14 (X, )00 (E + us(x,t) X B) — Vp(x,t)

Vpa(x,t) _ _ Vng(x,t)
Palt) ) Tna(xt)

Equazione di stato per la specie a:

Equazioni di Maxwell, date p(x,t) = > ¢ana(X,t) € j(X,1) = > qana (X, t)us(x, t):

X,
V x B(X, t) = /J()J(X, t) + eolto ét
PN . . . P _ VpxB
Velocita di deriva diamagnetica: u = — qg 52

Equazione di continuita in MHD: % +pV-u=0
Equazione di conservazione del momento in MHD: p%‘ =jxB—-Vp

Legge di Ohm per la MHD (resistiva): E + u x B = nj

Equazione di stato in MHD: < (L) =0

dt \ pY

Equazioni di Maxwell per la MHD:

Zinig = N
0B(x,t)
E(x,t) = ——=
V x E(x,t) 5t
V- -B(x,t) =0

V x B(x,t) = poJ(x,t)



4 Equilibri in MHD
— Equazione dell’equilibrio in MHD: Vp =j x B
oppure: V| (p—l—%) —Rf—j =0 con k = (BV)B
— Parametro 3: 8 = 2”"”

— Legge di gelo: EfSB~dS =0

5 Elementi di onde nei plasmi

— Serie di Fourier mediante esponenziali complessi: f(x) = :rno_o_ o Cmel T
con ¢, = 1 faﬁg dof(z)e 2
) . . 7~ +oo —ikx
— Trasformata di Fourier: f(k) = ﬁffoo flx)e ke dy
. . . 400 ; ik
— Anti-trasformata di Fourier: f(z) = \/% 72 f(k)etrdk
— Equazione delle onde elettromagnetiche nel vuoto: V2E— c% g; E=0

(analogo per il vettore B)

— Soluzione generale dell’equazione delle onde mediante somma di onde
monocromatiche: u(x,t) = — (fj;o dkA(k)etke—wk)t 4 c.c.) con

Var
+ ] —tkx
A(k) = 2= [ do (uo(@) + Siyvo(w)) e
— Velocita di fase vy = “(k) e di gruppo v, = dw(k) ™

— Principio di indetermmamone. Oy - O > %

— Relazione di dispersione per un plasma omogeneo privo di campo
2

icor 1 — ‘“Ps —
magnetico: 1 Zs o T =0
- Relazione di dispersione delle onde iono-acustiche: w? = k2c? +
31.2 2 _ T.
5k vth con ¢g = ;=
— Relazione di dispersione delle onde di Bohm-Gross: w? = w?% +

3 k2vth

— Relazione di dispersione delle onde elettromagnetiche: w? = k2¢? 4

2
wpe

— Velocita di Alfven: v4 = B2 . velocita del suono: ¢k = o,
Hop Po

— Relazione di dipersione delle onde di Alfven torsionali: w = kjjv4.

— Relazione di dispersione delle onde di Alfven compressionali: w =
kUA.

— Relazione di dipersione delle onde sonore: w = kcg.
A Identita e operatori vettoriali

Le formule nel seguito sono tratte da A. S Richardson, 72019 NRL PLASMA
FORMULARY”



VECTOR IDENTITIES*

Notation: f, g, are scalars; A, B, etc., are vectors; T is a tensor; I is the unit

dyad.

(1) A-BXC=AXB-C=B-CxA
=BXC-A=C-AxXxB=CxA-B

2) AXBXC)=(CxB)xXA=A-COB-(A-B)C

B3) AXBXC)+BX(CxA)+CXx(AxXB)=

4 AxB)-(CxD)=A-C)(B-D)—(A-D)B-C)

(5) (AXxB)X(CxD)=(AxB-D)C—(AxXxB-C)D

(6) V(fg)=V(gf)=fVg+gVf

(7) V- (fA)=fV-A+A-Vf

8) VX(fA)=fVXA+VfxA

9 V- (AXB)=B-VXA-A-VXB

(100 Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+(B-V) A-(A-V)B

(11) Ax(VxB)=(VB)-A—(A-V)B

(12) VA-B)=AX(VXB)+Bx(VXA)+(A-V)B+(B:-V)A

(13) V2f=V.Vf

(14) V2 A=V(V-A)—VXVXxA

(15) VxVf=0

(16) V-VXA=0

If e;, e,, e; are orthonormal unit vectors, a second-order tensor T can be writ-
ten in the dyadic form

(17) T= Z T;je;e;

In cartesian coordinates the divergence of a tensor is a vector with compo-
nents

(18) (V-T); = Z (0T;;/9x;)
[ This definition is required for consistency with Eq. (29)]. In general

(19) V-(AB)=(V-AB+(A-V)B
4



20) V-(fT)=Vf-T+fV-T

Letr = ix + jy + k z be the radius vector of magnitude r, from the origin to
the point x, y, z. Then

21) V-r=3
(22) VXr=0
(23) Vr=rx/r

(24) V(Q1/r) = —r/r?
(25) V- (x/r?) = 475(x)
(26) Vr =1

If V is a volume enclosed by a surface S and dS = ndS, where n is the unit
normal outward from V,

(27) /dVVf=def
Vv S

(28) deV-A=de-A
Vv S

(29) /dVV-Tz ds- T
1% S

(30) deVxA:dexA
1% S

(31) f dvV(fVv’g—gV*f) = f ds-(fvg—gVyf)
|4

S

(32) de(A-VxVxB—B-VxVxA)
vV

=de-(B><V><A—A><V><B)
S

If S is an open surface bounded by the contour C, of which the line element
is dl,

(33) defo=9§d1f
S C



(34) de-VxA=g§d1-A
S C

(35) /(deV)xAzngle
S C

(36) fsds-fow - 9éfdg= —gégdf

DIFFERENTIAL OPERATORS IN CURVILINEAR COORDINATES>

Cylindrical Coordinates (7, 6, z)

Differential volume Line element
dt =rdrdbdz dl=drr+rd60+dzz
Relation to cartesian coordinates
X =rcosb X =cosOr—sinbo
y =rsinf y =sinfr+ cos60
z=2z Z=7
Divergence
10 1044  0A,
V-A=- (rA,,)+— r 9% + 57
Gradient
_af . _lof, af
(Vf)l’_g, (Vf)¢_ra¢7 (Vf)z—
Curl
104, 04y
(VXA = r op 0z
__0A, O0A,
(V' A)¢ ~ 0z  or
1 0 1 0A,
(VXA = ror r og
Laplacian

10 (O0), 1L O
Vf_rar "or +r28¢2+822



Laplacian of a vector

204y A
2 _ 2
2 0A, Ay

(VZA)Z = VzAz

Components of (A - V)B
_ 4 95 Ag 0B, 0B, AgBy
(A-VB), =4, a T r 0¢ A T
aB Ay OB 0B AygzB
_ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢=r

_ . 0B, Ay 0B, 0B,
(A-VB), = A, =% + — 5 +A, 52

Divergence of a tensor
19 19Ty 0T,  Tpg
(v : T)}" - ( TVV) r a¢ + aZ - r
1 0 1 aTqbqb aTqu Tyr
(V T)¢ = (rT,,¢) ; a¢ + oz + -

10 19Ty, 0T,
(V-T), = ;ﬁ(rTrz)'F PPy +

Spherical Coordinates (7,0, )
Differential volume

dt = r’sin6drdbd¢

Line element
dl=drr+rd060 +rsinfd¢ ¢

Relation to cartesian coordinates
X =sinfcos¢r+ cosOcospO —sing ¢

y =sinf@sin¢r + cosOsing O + cos ¢ ¢

x =rsin@cos ¢

y =rsin@sin ¢
Z=cosOr—sin6o

z=rcosfb
Divergence
_19,, 1 1 0Ag
V-A_r—2§(rAr)+ eae(sm@Ae)+ rSing 09



Gradient

_9f. _1of, 1 of
(V) = 5 (Vf)e = ot (Vg = 3 55
Curl
_ 1 944
(VxA), = rsmeae(51n6A¢) TG 3¢
1 0A, 10
(VXA) = ——3 3% - 5, (rAg)
10 1 0A,
(VXA)y = rory r 00
Laplacian

5 _l@( af> 1 i( af> 1 o*f
Vil = r2or \ or r2sin 6 96 Smeae 12 sin2 @ 0P?

Laplacian of a vector

24, 2 0Ap 2cotBA 2 O0A

2 _ w24 _ 2r 2 Y7%0 6 _ ¢

(VA = VoA ==~ 2 58 r2 r2sin@ o¢
204, Ay 2cos6 0Ag

(V2A)g = V24 + =
° ° > 06 r2sin’@  r2sin® 6 99

A 0A 2cosf 0A
2 _ 2 ¢ 6
(V2A)g = V2Ag — ——— + ——— a¢r+ s 9
r2sin” 0 r2sin” 6
Components of (A - V)B
0B, Ag 0B, N Ay 0B, B AgBg + AyBy

(A-VB), =4, o T 7 30 T rsing 0¢ r

. aBg Ae aBg A¢ aB@ AGBr cot 6A¢B¢
A-VBo =45 * 7 36 Trsmeop T s r
(A-VB)y =4, or r 96 ' rsing d¢ et r

Divergence of a tensor

(sm 0Ty,)

19, 1
Ve = 5507+ 5556

1 8T¢r T@@ + Tqbqb

+rsin@ d¢ r




1 0
(V-Te=55.0"Te)+ 55

(sin GTQQ)

1 8T¢@ T@r cot eTqbqb

+rsin6 d¢ * r r

9

_ 190 , 1
(V- T)g = r 5(;’ Trp) + rsin 6 00

(Sin 6T9¢)

1 8T¢¢ + T¢r + COt@T¢@

+rsin9 d¢ r r



