Analisi Matematica I. Prova scritta del 17 luglio 2024

Cognome: .........ocooveeiiiiiiei e Nome: ....ocooviiiicaiiieineneenn, Matricola: cveeeiins

Consegnare solo il presente fascicolo (non verranno corretti esercizi, parti di esercizi, o risultati riportati su altri fogli).
1 consentito lasciare I'aula solo dopo la consegna definitiva dell’elaborato (che va consegnato anche nel easo el si ritirf).

5i richiede di motivare adeguatamente la risposta; la sola risposta esatta non verrad valutata.

Parte A

Esercizio 1. (5 punti) Si determinino estremo superiore ed estremo inferiore, discutendo se sono anche
massimo ¢ minimo, di due (e non pit di due) dei seguenti insiemi:

a.)A={(—1)“tanhn:neN}; b) B={$3—3$21$E[0,3]};

o] T n
c) C = {SE eR: 7;) (m) converge}.

Risposte: a) inf A = —1 (non & minimo), sup A = 1 (non & massimo); b) inf B = minB = —4, supB =
max B = 0; ¢) inf C = —1 (non & minimo), sup C' = +o0 (non csiste massimo).
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Esercizio 2. (5 punti) Si determini il carattere (convergente, divergente o indeterminato) di due (¢ non
pit di due) delle seguenti serie numeriche:

El (n+1\(/2_—z-smn)’ b} io (nmncos (%)), ¢) Z 7 ?:;in;

=l =1

Risposte: a) dlvm;gcnte b) divergente; ¢) convergente.
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Esercizio 3. (5 punti) Si calcoli il valore di due e non pit di due dei seguenti integrali {propri o impropri):

1 37 — 18 00
a) f "m_____\/«% 3T dz, b) / z 1 dz, c) f z2e™ da.
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Parte B
Esercizio 4. (6 punti)

{a) Si dimostri che arctanz + arctan 2 = % per ogni = € (0, +00).

(b) Si studi, al variare di o € R, il limite

lim z* (arctan V1 + 1 — arctan Vz — 1) )

T—+00

(¢) Si determini il carattere della serie

oo

Z (arctan &n+1— arctan vn — 1) )

n=0

Risposte: (a) Derivando la funzione f(z) = arctanz + arctani, si ottiene che f'(z) = 0 per ogni z
appartenente all'intervallo (0, +00). Quindi f(z) = f(1) = % per ogni z € (0,+0c0). (b) Il limite vale 2 se
a=43 +oosea>12 0sea<i. (c) La serie converge.
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Esercizio 5. (6 punti) Per ogni z € C definiamo

Qz) = |=| +

22—11
+

241
. .

(a) Si determini il valore inf {Q(z) | z € C, {z| = 1}
(b) Si determini il valore sup {Q(z) | z € C, |z| = 1}
Risposte: (a) 3. {b) 1+ 2+/2.
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Esercizio 6. (6 punti) Si consideri la funzione f : R — R definita da

otan (1 1 ‘
f() = arctan (m) + arcsin (W) sex 0
0 se z=10.
a) Studiarne la continuita e derivabilitd, determinandone la derivata dove esiste.
b) Determinarne l’estremo superiore ¢ inferiore specificando se si tratta anche di massimo/minimo.

c) E uniformemente continua? La sua restrizione a (0, +00), g = f | © +w)/é Lipschitziana?

Soluzione:

a)

1 — 1 __Zl: Z.r.-.:; i =E Zr-—-r. =
Jm fz)=0,  lm flg)=—c+5=0 lm flz)=g+5=m, f(o)=0.

Quindi nel punto z = 0, la funzione presenta una discontinuitd di salto, di conseguenza in tale punto non
¢ nemmeno derivabile. In R\ {0} & continua e derivabile essendo composizione di funzioni derivabili.

1 5 ~%) 1+ sgn(zx) 0 se z < (
el —— 1 .2 = —_— = ' =
( 2( +$) * 1+2? —iz  sex >0

fz) = —
1

W'(‘EE)*\/I_(

1

b) In (—o0,0) la funzione & costante. Poiché lim, - f(z) = 0 ¢ f{0) = 0, si ha f{z) = 0 ¥z € (—oc,0].
In (0,-00) la funzione & strettamente decrescente, per cui I'estremo superiore della funzione & S =
lim,_,o+ f(z) = 7 ma non & un massimo poiché f(0) = 0. L'estremo inferiore ¢ s = 0 ed ¢ un minimo, i
punti di minimo sono tutti i punti z € R con z < 0.

c¢) La funzione f non & continua su R e quindi a maggior ragione non ¢ uniformemente continua. Ristretta
a {0, +o0) & derivabile con derivata |f'(z)| = ﬁlx—z < 1 limitata e quindi & Lipschitziana.

Osservazione: Lo studio della funzione pud essere semplificato ricordando le identita trigonometriche

1 ) 1 T
arctan (;) = (g — arctan |:c|) - sgn(x), arcsin (ﬁ) = 5 — arctan lz],
per cui
0 sez <0
flz) = ‘
7 — 2arctanz  sex > 0.
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