Analisi Matematica I. Prova scritta del 06 maggio 2025

COgNnome: ......cocccvermiemieienieiieennie NOmME: \ovvevieeierieieciiiiiiinnn Matricola: .....coocne.
Consegnare solo 1l presente fascicolo (non verranno corretti esercizi, parti di esercizi, o risultati riportati su altri fogli).
E consentito lasciare Paula solo dopo la consegna definitiva dell’elaborato (che va consegnato anche nel caso cf si ritiri).

Si richiede di motivare adeguetamenie ogni risposta; la sola risposta esatta non verra valutata. Durata delle prova: 2 ore,

Parte A

Esercizio 1. (5 punti) Rappresentare in forma algebrica due (e non pil di due) dei seguenti numeri

complessi: .
-1 % Sri, 2 3
a) T4 b)  V3e 5 + v2es™ c) et —e™.
Risposte: a) 228 b) 2 — /2 4 (‘/Ti - %3-) i; ¢} cos(2) — cos(3) + (sin(2) — sin(3))i.
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Esercizio 2. (5 punti) Si determini il valore di due {e non piti di due) dei seguenti limiti.

a) lir&".’[;@; b) ll—lfél—;i/nm_i; ) HIEI%,VI_Q:E;_ COS.’EQ.
Risposte: a) ¢; b) —1; ¢) ~3.
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Esercizio 3. (5 punti) Si calcoli il valore della derivata in z = 0 di due e non piu di due delle seguenti
funzioni:

a) f(z) = ¢l cos(@)] b) g(:c) _ tm;(fi"; 1), C) h(:r:) _ (m + 1)m+3_
a) 0, b) 0, c) 3.
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Parte B

Esercizio 4. (6 punti)

+c0
(a) Al variare del parametro reale a € R, si determini il carattere della serie: Z k™% log (m) :
k=1

e log (Liz)

(b) Sia p € N\ {0}. Si determini, se esiste il limite 11}51_’1 :
2 k=1 log (k+p)

Suggerimento: Si ricordi le proprieta algebriche dei logaritmi e le serie telescopiche.
Risposta: (a) Convergente se e solo se a > 0;
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Esercizio 5. (6 punti) Si consideri la funzione f : R — R definita da f(z) =

(a) Si determini l'insieme E dei punti in cui & derivabile e in tali punti si determini la derivata.
(b) Si determino eventuali punti di massimo o minimo relativo specificando se sono anche assoluti.

(¢) Si determini se la funzione data & uniformemente continua e se ¢ lipschitziana.

:1:(:(:4—2:1:2-1) .
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r = =++/1++/2 punti di massimo assoluto; (¢) & uniformemente continua ma non & lipschitziana.

Risposte: (a) E =R\ {1}, f(z) = —2 (b) z = 0 punto di minimo assoluto,
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Esercizio 6. (6 punti) Per ogni n € N, si consideri I, := ff cos®™ 1 z)dz.

(a) Calcolare i valori di fy e di 1;.

T 2

(b) Provare per induzione che, per ogni n € N\ {0}, I = | [;=; 557

(c) Usando I'uguaglianza log(Z,) = > 7., log (1

e lim, 00 In-

— ﬁ), valida per ogni n > 1, calcolare lim,_, o log(l,}

Soluzione (a) Iy= fog cos{z)dz = 1 mentre I; = fog cos®*(z)dz = sin(z) 0052(33)|g/2+2 fog sin’(x) cos(z)dz =
2 5in® | Mg = 2.

(b) L’ uguaguanza & vera per n = 1 (segue dal risultato del punto precedente). Suppomamo sia vera per m e
proviamola per n + 1. Usando la formula di integrazione per parti si ottiene che I, = f cos®"3(z)dz =
(2n+2) [ % sin®(z) cos®* (z)dz = (2n+2) fo (1—cos?(z)) cos™™ ! (z)dz = (2n+2)I,— (2n+2)1,41. Pertanto,

usando l'ipotesi induttiva, si ottiene che Jpy = $231, = ont2 it % = H;?:'ll %
(¢) Usando l'uguaglianza data, il calcolo del primo limite corrisponde al valore della serie Z+°° log (1 - 23—1”),
che ha lo stesso carattere della serie — j"’f 5 H,da, cui segue che il valore &€ —oo. Pertanto limy, ;4 log(l,) =
—co. Da quest’ultimo si pud dedurre che lim, oo [ = limp_ 400 e8P = 0.
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