Soluzioni della prova scritta del 12 febbraio 2025 - TEMA 1

Esercizio 1
Sia V := Q|z] il Q-spazio vettoriale dei polinomi nell'indeterminata x a coeflicienti razionali e si consideri la
funzione

d 0 sed=0
A:V — V  definita ponendo A Z a,xz” | = d 1
— Z na,T sed>1
(1) Si dimostri che A & un endomorfismo di V' e si dica se A ¢ iniettivo o suriettivo.
(2) Posto Vj il sottospazio di V' dei polinomi di grado al piu 4, si determini la matrice rappresentativa
dell’endomorfismo A, := Ay, di Vj che ¢ restrizione di A a Vj, relativamente ad un’opportuna base
di Vj.
(3) Si esibiscano basi e dimensioni di ker Ay e Im A,. A4 ¢ iniettivo o suriettivo?
(4) Si determinino gli autovalori e autovettori di A4 e si dica se ¢ diagonalizzabile.

(1) Proviamo che A & un applicazione lineare. Siano p(z),q(z) € V, p(x) = ZZ:O anz" e q(x) = Zi/ o bn™
e supponiamo che d < d’. Se d = 0 allora la linearita ¢ ovvia poiché

A(p(z) + q(x)) = A(ao + q(z)) = Aq(z)) = 0+ A(g(x)) = A(p(z)) + Alq(z))

Se invece d > 0 abbiamo:

A(p(x)—irq(:c)):A(Z(an+bn)x"+ Z bnx”) Zn (A + bp)x" 1 + Z nb,x" ! =

n=0 n=d+1 n=d+1

= g (an e 3 b >=A<p<x>>+A<q<x>>.

n=d+1

Siano A € Q e p(z) € V, abbiamo:
J ) 0=X-0=MA(p(x)) sed=0
A(Ap(z)) = A (nzzo )\anx”> = Z”(Aan ) (Z na > A () sed>1

Dalla definizione si ha che se p & un polinomio di grado 0, cioe p(x) = ao, allora A(p) = 0. Quindi ker(A) # {0}
e pertanto A non ¢ iniettiva.

Osserviamo che per ogni s > 1 il monomio z* appartiene al sottospazio Im(A): infatti si ha A(Z72°™") = °.
Concludiamo che I'm(A) contiene tutto lo spazio dei polinomio in = a coefficienti in Q.

(2) Ricordiamo che dim V; = 5, possiamo considerare la base B = (1, z, 2%, 23, 2*) di V. Abbiamo:

A(1)=0 A@)=1 A@@*) =2z A2 =32 A(z?) =42
1



Pertanto la matrice associata a Ay rispetto alla base fissata e la seguente:

01000
00200
ME(A)=A=]0 00 3 0
0000 4
00000

(3) Poiche la matrice A ha rango 4, si ha che dim Im(A,) = 4 e dim ker(A,) = 1. Una base per il sottospazio
ker(A,) ¢ data dal polinomio p(x) = 1, una base per il sottospazio Im(A,) ¢ la seguente: (1, x, 22, z3).
L’endomorfismo A, non ¢ iniettivo poiche ker(A,) # {0} e non ¢ suriettivo poiche Im(Ay) # V.

(4) Calcoliamo il polinomio caratteristico di Ay:

-t 1 0 0 0
0 -t 2 0 0
pa,(t) =det(A—tl;)) =10 0 —t 3 0|=~—t
0 0 0 —t 4
0 0 0 0 -t

L’unica radice e t = 0 con molteplicita 5. Ma l"autospazio Vj = ker(A,) ha dimensione 1, pertanto m(0) # 5
e possiamo concludere che A4 non e diagonalizzabile.

Esercizio 2

1 K2 00
. S : 1 1 0 0] . .
Si consideri la matrice Ay, = 00 1 1l™ funzione del parametro reale h.
0 0 11

(1) Determinare, al variare di h € R, gli autovalori di Aj, e le loro molteplicita algebriche.

(2) Stabilire per quali valori di h la matrice Aj, risulta diagonalizzabile.

(3) Stabilire per quali valori di i la forma bilineare ¢,: R* x R?* — R data da ¢,(X,Y) = ‘XA,Y &
simmetrica e per i valori trovati si scriva la forma canonica di Sylvester di ¢p,.

(4) Per i valori trovati nel punto precedente, determinare una base B di R? rispetto alla quale la forma
bilineare simmetrica ¢y, si rappresenta nella forma canonica di Sylvester.

(1) Calcoliamo il polinomio caratteristico di Ap:

1—t h? 0 0
1 1—1¢ 0 0
pAh(t) = 0 0 1—t¢ 0 = [(1 _t)2 - 1”(1 _t)z - h2]
0 0 1 1-t¢

Le soluzioni dell’equazione caratteristica sono: t =0,t =2,t =1—h, t = 1+ h. Osserviamo che tali soluzioni
sono distinte se e solo se si ha h # 0,1, —1. Possiamo pertanto concludere che:

-se h #0,1,—1, la matrice ha autovalori {0,2,1 — h, 1 + h}, tutti di molteplicita algebrica 1;

- se h =1, —1, la matrice ha autovalori {0, 2} entrambi di molteplicita algebrica 2;

- se h = 0, la matrice ha autovalori {0, 1,2}, con p(0) = p(2) =1 e p(l) = 2.

(2) Se h # 0,1,—1 la matrice A risulta diagonalizzabile perche ha 4 autovalori distinti. Se h = 1,—1, la
matrice Ay, risulta reale simmetrica, pertanto per il corollario del teorema spettrale ¢ diagonalizzabile . Sia



h = 0, abbiamo m(1) = dimV; =4 — rk(Ag — I4) = 1, infatti si ha:

AO - ]4 = T]C(AO - I4) =3.

o O OO
_— o O O
O = OO

0
1
0
0
Pertanto la matrice non ¢ diagonalizzabile essendo m(0) + m(2) + m(1) = 3 # 4.

(3) La forma bilineare ¢; ¢ simmetrica se e solo se la matrice A, = ‘A, se e solo se h? = 1, cioc h = 1 o
h = —1. Osserviamo che risulta

O = =

A1:A,1:A:

Y

= =0 O

0
0
1
1

SO = =

0

e dal punto (1) la matrice A ha autovalori {0, 2} entrambi con molteplicita algebrica 2. Pertanto per h =1, —1
la forma ¢y, ha segnatura (2,0, 2) e la matrice di Sylvester e la seguente:

1 000

Ir0 =

o O o
O O =
o OO
o O O

(4) Per trovare una base B di R* tale che Mp(¢1) = I possiamo cercare una base ortogonale rispetto al
prodotto scalare standard di R* costituita da autovettori di A;, la cui esistenza ¢ garantita dal teorema
spettrale.

Consideriamo 'autospazio V5:

1 0
Z‘l—IQIO 1 0
Vo = span(vy,v9), v = Vo = 7
{333—3:4:0 0 p (1 2) 1 0 2 1
0 1
e 'autospazio Vj:

1 0

(L’1+ZL'2:0 —1 0

Vo = span(vs,vy), v3= V4 =

{x3+x420 0 p (3 4) 3 0 4 1

0 —1

La base (vy,v9,v3,v4) ¢ ortogonale rispetto al prodotto scalare standard di R* ed ¢ costituita da autovettori
di Ay: pertanto € ortogonale rispetto a ¢;. Basta ora normalizzare i vettori v; e vo. Abbiamo: ¢y (vy,v1) =
¢1(ve,v2) = 4, pertanto basta porre:

1 1
U1:§U1 U2=§112 Uz = V3 Ug = Uy

e otteniamo la base cercata.

Esercizio 3
Nello spazio affine euclideo E* fissiamo un riferimento ortonormale R e consideriamo i punti
A=x (1,1,-1,2) B=g(1,0,0,1) C=g(0,1,0,2) D=g (2,0,-1,1) P=g (2,1,1,1).

(1) Determinare la dimensione e una forma parametrica e cartesiana del piu piccolo sottospazio affine o
che contiene A, B, C, D.
(2) Trovare la forma parametrica di un piano affine 7 tale che tNo ={A} en L 0.



(3) Sia ¢ la retta per P e B; verificare che ¢ ¢ perpendicolare a ¢ e determinare la posizione reciproca di
lem.
(4) Verificare che
(dist(P, 0))* + (dist(P, 7))* = (dist(P, 4))* .

(1) Consideriamo i vettori u1 = B — A, us = C — A e u3 = D — A, le cui coordinate sono:

0 —1 1
—1 0 —1

[ul] 1 [uQ] 1 [U3] 0
—1 0 —1

Abbiamo che o ¢ il sottospazio affine per A con giacitura il sottospazio span(ui,us,us). Osserviamo che
ug = uy — uy e che i vettori u; e up sono linearmente indipendenti. Pertanto dim span(u;, us,u3) =2 e o € un
piano affine. Una rappresentazione parametrica per o e la seguente:

Ilzl—ﬂ
-1
2 “ a, B eR.
r3=—14+a+p
Ts=2—«

Ricavando « e  dalle prime 2 equazioni e sostituendo nelle altre otteniamo una rappresentazione cartesiana

per o:
To — Xy = —1
X1+ X9+ Xz = 1
(2) Consideriamo il piano affine m per il punto A con giacitura span(uy,us)®. Osserviamo che 7 risulta
ortogonale al piano affine o, inoltre I'intersezione m N o coincide con il sottospazio affine per A avente come

giacitura span(uy, us) N span(uy, us)t = {0}, pertanto 7 N o = {A}. Le equazioni cartesiane del sottospazio
span(uy, up)® sono:

IQ—ZE3+I4:O
131—373:0

0 1
. . . . 1 0 : .
risolvendo otteniamo una base per il sottospazio: vy = o lev=141] Infine possiamo scrivere una
-1 1
rappresentazione parametrica per il piano 7:
I = 1+ q
To=1+7
2 i q, 7 € R.
r3=—1+7
Ty =2—T+4¢q
1
. . . 1 . .
(3) Sia w = P — B, le cui coordinate sono: [w] = E la retta affine [ ha giacitura span(w). Osserviamo che
0

il vettore w & ortogonale a u; e uy, pertanto la retta [ ¢ ortogonale al piano o. Inoltre, w € span(uy,us)t =
span(vy,v9), pertanto la retta [ ¢ parallela a 7. Rimane da verificare che [ non ¢ contenuta nel piano 7: infatti



il punto B non appartiene a 7,. se per assurdo B € m, allora avremmo che u; = B — A sarebbe un vettore
del sottospazio span(u;.uz)’ che & la giacitura di 7, e questo ¢ assurdo!!

(4) Per prima cosa osserviamo che, poiche la retta PB ¢ ortogonale a ¢ e B € o, si ha d(P,0) = d(P, B).
Poiche la retta PB ¢ parallela al piano 7, si ha che d(P,7) = d(B, 7). La retta BA ¢ ortogonale al piano 7 e
A € 7, pertanto d(B, ) = d(B, A). Infine, consideriamo il vettore P— A, abbiamo P—A = (P—B)+(B—A),
eivettori P— B =w e B— A = u; sono ortogonali, pertanto abbiamo:

d(P,A)* = ||P = A" =[P = B|" +[|B — A|I = d(P, B)* + d(A, B)* = d(P,0)* + d(P, 7)".



