Soluzioni della Prova scritta del 27 gennaio 2025 - TEMA 1

(1) Sia Mataxo(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate 2 x 2 ad entrate in R. Fissata una matrice
B € Matyxo(R) non nulla, si consideri 'applicazione:

LB: MatZXg(R> — Matgxg(R)

data da Lg(A) =Tr(A).B, dove Tr(A) = ai1 + ag indica la traccia di A.

(a) Verificare Lp ¢ un endomorfismo di Matax2(R) e determinare dimensione e una base per i sot-
tospazi kerLg e ImLp.

(b) Determinare gli autovalori di Lg e verificare che Lp ¢ diagonalizzabile se e solo se Tr(B) # 0.

(c) Posto B = G i), fissare una base B di Matyy»(R) e determinare la matrice M§(Lg).

(a) Per verificare che Lg € un endomorfismo di Maty.2(R) basta mostrare che soddisfa le condizioni
di linearita. Ricordiamo che si ha:

Tr(A+ A") =Tr(A)+Tr(A"),VA, A" € Matyys(R),
Tr(AA) = XTr(A),VA € R,VA € Matsyo(R).
Siano A, A’ € Matsy2(R), abbiamo:
Lg(A+A)=Tr(A+ A"B = [Tr(A) +Tr(A)B=Tr(A)B+Tr(A)B = Lg(A) + Lg(A’),
siano A € R e A € Matsy2(R) abbiamo:
Lp(MA) =Tr(M)B = [ATr(A)|B = MTr(A)B] = ALg(A).

Osserviamo che A € KerLpg se e solo se Tr(A)B = 03x2, poiché B non ¢ nulla necessariamente
Tr(A) = 0. Abbiamo pertanto che

1 0 01 0 0
KE’I"LBI{AGMCLth2<R)|a11+a22:O}:Span((O _1>,(0 0),(_1 0))

Essendo linearmente indipendenti, le matrici scritte sopra sono una base di KerLpg, possiamo con-
cludere che dim KerLp = 3. Dal Teorema di nullita+ rango otteniamo che dim ImLg = 1 e dalla
definizione si evince immediatamente che ImLp = span(B), per cui una base di ImLpg ¢ costituita
dalla matrice B.

(b) Osserviamo che 0 ¢ un autovalore di L e Vj = KerLp ha dimensione 3, pertanto m(0) = 3 e
1(0) > 3. Vediamo se esistono altri autovalori. Sia A un autovettore di Lp relativo all’autovalore «,
allora Tr(A)B = aA: o o = Tr(A) = 0 oppure A € span(B) e a« = Tr(B). Se Tr(B) # 0 abbiamo
che T'r(B) ¢ un autovalore semplice e m(0) +m(Tr(B)) = 4, pertanto Lg ¢ diagonalizzabile. Se invece

Tr(B) =0, allora 0 ¢ I'unico autovalore con m(0) = 3, pertanto L non ¢ diagonalizzabile.
(c) Fissiamo la base B = {F11, F2, Fa1, Fys} di Matsyxo(R). Abbiamo:

LB(EH) — 1B - B, LB<E12> - OB — 02><2, LB(Egl) - OB — 02><2, LB(E22) - 1B - B

Ricordando che la i-esima colonna della matrice si ottiene calcolando le coordinate dell'immagine
dell’z-esimo vettore della base, abbiamo:

Mg(Lp) =

—
OO OO
OO OO
—




(2) Si consideri lo spazio vettoriale V' dei polinomi a coefficienti reali di grado al pit1 2 e sia B = (1, z, 2?).
una base di V. Si ponga Vp(z),q(z) € V:

1

(p(2), q(x)) = =2[p(0)q(1) + p(1)¢(0)] + [p(0)a(=1) + p(=1)q(0)] + 5 [p(1)a(=1) + p(=1)g(1)].

(a) Verificare che ¢ ¢ una forma bilineare simmetrica su V', trovarne la matrice associata rispetto alla
base B e calcolarne la segnatura.

(b) Si completi 22 ad una base ortogonale di V rispetto a ¢.

(c) Si dimostri che U = {p(x) € V' : ¢(p(z),r + z*) = 0} & un sottospazio vettoriale di V e se ne
trovino la dimensione e una base.

(d) Posto Wy, = Span{l — z,x + kz?}, si determini per quali k la restrizione di ¢ a W, ¢ definita
positiva.

(a) Osserviamo che basta verificare che, presi a,b € R la seguente forma

bap(p(x),q(x)) = p(a)q(d) + p(b)q(a)

e una forma bilineare simmetrica su V. Abbiamo per le proprieta commutative di prodotto e somma
in R:

Pap(q(x), p(x)) = q(a)p(b) + q(b)p(a) = p(a)q(b) + p(b)g(a) = dap(p(2), 4());
inoltre siano py, pe € V, poiché Ve € R abbiamo (p; + p2)(c) = pi(c) + pa(c):
Gap(P1 + P2, q) = (p1 + p2)(a)q(b) + (p1 + p2)(b)g(a) = (pi(a) + p2(a))q(b) + (p1(b) + p2(b))g(a) =

= (p1(a)q(b) + pi(b)q(a)) + (p2(a)q(b) + p2(b)g(a)) = dap(P1; @) + Pap(P2,9);
siano p € V e A € R poiché abbiamo (Ap)(c) = Ap(c) Ve € R, abbiamo:

Gap(AD, q) = (Ap)(a)q(b) + (Ap)(b)g(a) = (Ap(a))q(b) + (Ap(b))g(a) = A(p(a)q(b) + p(b)g(a)) = A¢as(p,q).

Per costruire la matrice Mp(¢), calcoliamo le entrate a;; con i < j:
ann = ¢(1,1) = -1, ap=¢(L,z)=-3, a=9¢(l,2*) =0,
g = ¢(x, 1) = =1, a3 = ¢(x,2%) =0, az3 = ¢(a*, 2%) = 1.

Otteniamo:
-1 =3 0
Mg(p)=A=|-3 -1 0
0 0 1

Calcoliamo I’equazione caratteristica della matrice A:
A=[(-1-t) =9 =0—-t)(-t—-4)2—-t)=0 = t=1 t=2 t=—4,
da cui ricaviamo la segnatura di ¢: (2,1,0).
(b) Osserviamo 2 ¢ ortogonale ai polinomi x e 1. Consideriamo allora il polinomio:
o1, x)
pla)=1- 20
¢(z, z)

p(x) & ortogonale sia a x che a z2. Pertanto la base (2%, x,1 — 3x) di V & ortogonale rispetto a ¢.
(c) Siano py,pz € U per la linearitd di ¢ abbiamo:

r=1-3x,

O(p1+ pa, v+ 2°) = d(p1, v+ 2°) + p(p2,x +2*) =0+ 0=0, = p1 +ps € U;
siano p € U a A € R abbiamo:
d(Ap,x + %) = Xp(p,x+2*) =X0=0 = A\pecU.



Sia p(x) = a + bx + cz?, abbiamo che p € U se e solo se:

0
pp(z),z+2°)=(a b ¢c)A|1] =-3a—b+c=0, = c=3a+b
1

Abbiamo pertanto che U = span(1 + 3z%, x + 2?) e dimU = 2.
(d) Fissata la base By = (1 — z,x + kz?) di W}, sia ¢}, la restrizione di ¢ a W}, costruiamo la matrice
Mg, (¢r). Abbiamo:

o(l—z,1—2)=9¢(1 —2,1—1x) =4,
op(1 — 2,2+ k2?) = ¢(1 — z, 2 + ka?) = =2,
or(z + kx®,x + ka®) = ¢(z + ka® x + ka?) = k* — 1,
da culi ricaviamo:
4 -2
MBk(¢k) =C= <_2 k2 — 1) .

Ricordiamo che ¢ ¢ definita positiva se e solo se gli autovalori della matrice C' sono entrambi > 0.
Poiché I'equazione caratteristica si C ¢ 2 — Tr(C)t + det(C) = 0, le radici sono entrambe positive se

e solo se si ha: det(C) > 0 . Risolviamo il sistema
tr(C) >0
4(k*—=1)—4>0 E2—2>0
— k< —V2Uk > V2.
{4+k2—1>0 {k2+3>0

Nello spazio affine euclideo E*, fissato un riferimento affine ortonormale R = (O, B,), si considerino la
retta affine

1—-1
ry = P, + span(v;) essendo P, = (14t 1,1,1) e [v] = 1__tt per teR

—t

e il sotto-spazio affine 7 di equazioni cartesiane x1 + x4 = x5 + 3 = 0.

(a) Si scrivano le equazioni parametriche e cartesiane di r, e le equazioni parametriche di 7.
(b) Al variare del parametro reale ¢ si studi la posizione reciproca di ry e 7

(c) Per t =1 si determini la distanza d(r1, 7) tra la retta r; e il piano .

(a) Le equazioni parametriche di r; sono, per ogni valore di ¢ fissato:

ry=1+t+q(1—1)
=1 1—t

= +al ) , qg€eR

rg3=1—qt

re=1—qt

Per rappresentare r; con equazioni cartesiane, abbiamo bisogno di 3 equazioni lineari indipendenti.
Osserviamo che facendo la differenza tra le prime due equazioni del precedente sistema otteniamo
xr1—x9 = t; analogamente facendo la differenza tra la terza e la quarta equazione otteniamo z3—x4 = 0.
Queste equazioni sono soddisfatte da tutti i punti di ;. Sia ¢t # 0, dalla quarta equazione del sistema



ricaviamo ¢ = (1 — z4)1 e sostituendo nella seconda otteniamo txs + (1 — ¢)z4 = 1. Abbiamo una
rappresentazione cartesiana per r; , con t # 0:
T3 — Ty = 0
T1 — T2 = t
tiL‘z + (1 — t).CL’4 =1
Per t = 0, invece possiamo prendere la quarta equazione del sistema x4 = 1 e ottenere
T3 — 24 =0
Tr1 — Ty = 0
Ty = 1

Concludendo la rappresentazione cartesiana trovata per ¢t # 0 va bene anche per t = 0.
Per ottenere una rappresentazione cartesiana del piano affine 7, poniamo z3 = a e x4 = [3, otteniamo:

I = —ﬁ
To9 — —
T3 =
Ty =p
0 -1
Co —1 0
da cui ricaviamo che U = span(uy,us), dove [u;] = HE [ug] = 0
0 1

(b) Iniziamo a controllare se esistono punti di intersezione tra r, e m. Sia P € 1

P=(1+t+q(1—1t),14+q(1—t),1—qt,1—qt) e P € r,N7 se e solo se soddisfa le equazioni cartesiane
di 7. Abbiamo:

l+t+q(1—t)+1=0 t=0
=
1+qg(1—t)+1+q(l—t)=0 q+2=0

possiamo concludere che se t # 0 allora r;Nm = (), se t = 0 allora roNm = {Q}, dove Q@ = (—1,—1,1,1).
Vediamo ora per quali valori di ¢ la retta r; ¢ parallela a m. La condizione equivale a chiedere che

vy € span(uy, ug):
1—t—t=0 1
— t=—.
1—t—t=0 2

Concludendo, per t # 0 e t # % r; € m sono sghembi.
(c)Siano Aerie BemsihaA=(2,1,1—¢q,1—¢q) e B=(,—a,q, ). Cerchiamo per quali valori
dei parametri «;, 3, ¢ la retta per i punti A e B e ortogonale sia a r; che a 7. La giacitura della retta

b —2
AB ¢ data da span(B — A) e [B — A] = N i;_}_ | Imponendo che B — A sia ortogonale a vy, a
f—1+gq
u; € a us abbiamo:
a+pB+2¢g=2 q= g
20+q¢=10 — {a= —%
28+q=—1 B=-1
Otteniamo A = (2,1, -2, -3) e B=(£,2, -2 —1) per cui
1 1 1 1 1 1



