MODELLO LINEARE

Sia x,,...,x, un insieme di valor1 per ciascuno
de1 quali sia Y un’osservazione della v.c.
Y (x,). Pertanto le n coppie (x,,Y,),....(x,,Y)

costituiscono un insieme di osservazioni tali
che:

L. E(Y)=u(x)=p+pBx;
2. Var(Y)=0".

I modello lineare puo essere anche
specificato come segue:
Y, :,u(xi)+gz’ =p, + bx; + €
dove &, € sono v.c. tali che
E(e)=0; Var(e)=0".
Distinguiamo due cast:
Caso A: le v.c. Y sono normali e

1

congiuntamente indipendenti.
Caso B: le v.c. Y, sono a due a due non

correlate ossia
Cov(Yl.,Yj) =0perognii+j=1,..,n.




Caso A

Stimatori di massima verosimiglianza

Siano y,,...,y, le osservazioni

delle v.c.

Y,,....Y . La funzione di verosimiglianza ¢
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Passando ai logaritmi:
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Le derivate parziali sono

~f—-Bx)"



dlogl. 1 PPN
5~ 207 220 ) (1)

dlogL _ 1 i2(yi—ﬂ0—ﬂ1xi)(_xi);

dlog L n |
=—— —B -pBx).
00° 207 204;(y’ £y - Bix,)

Uguagliando a zero le derivate si ottiene
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Risolvendo le prime due equazioni rispetto a
B, e B, siottengono gli stimatori di massima

verosimiglianza:



by =y—bx
Dalla terza equazione si1 ricava lo stimatore
6’ per o~

G’ = %Zn:(yz' _:Bo _lei )2'
i=1

Ricaviamo ora i valori attesi di S, ¢ 5.

) 1 _
p = Dev(x)Z(Yi _Y)(xi —x) -
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B, =I7—,5'1;=%2Yi _; Dev(x)
:i[l_A(x,.—E)}Yi

i=1 L1
dove

Yi:

= A Dev(x)= .
l)ev(x) ( ) A

Quindi /, & uno stimatore non distorto di /3.




Quindi /3, & uno stimatore non distorto di /3.

—\ 2
o, (= x) o’

.Var(ﬁl) ) ; [Dev(x)]2 Var(¥) = nVar(x)
OVar(,BO) = ﬁ{%—/l(xi —;)} Var (Y,) =
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2 2 o i
:Oi:z +0n Vaj(x)zVar(Y)+x2Var(,b’l).

Questo significa che la v.c. Y ¢ in correlata
conlav.c. 5.
S1 puo 1noltre dimostrare che
, -
A A O' X
COV(IBODIBI ) - :
nVar(x)
Poiche ,5’0 e ,5’1 sono somme ponderate di v.c.

normali  indipendentti hanno  entrambi
distribuzione normale. S1 dimostra infine che
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la coppia ( ,BO,BI) ha una distribuzione

bivariata normale.
Studiamo ora la distribuzione campionaria di

. 1 & Ao
6" =—>(v-h-Bx)
=l
S1 dimostra che

%g(%‘ _180 _ﬁ,\lxi)z ~ 1(2n_2)-

Pertantg
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o .n (yi -5, _lei)z}zo-z(”_z)a

1 . 2 2
L (n_z)izl(yi_ﬁo_ﬁlxi) =0 .

Indichiamo allora con & lo stimatore corretto

n
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=20 S h ) - 2

o = “
Si pud inoltre dimostrare che o° ¢
indipendente sia da 3, siada [.

Intervalli di confidenza

1) Intervallo di confidenza per o”.

n—2)6"
Poiche ( 0_2) ~ ;((Zn_z) , allora
i 2 (n _2)6-2 2 )
P Xo < = S;(I_g =1-a,
| 2 2

da cuil ricaviamo [’'intervallo di confidenza
2
per o°:

(n—2)6° <ol < (n—2)6°
7. 7
2 2

2) Intervallo di confidenza per [5,.



Poich¢ S, ha una distribuzione normale di
2 | 2

: : O X
media S, e varianza —| 1 + ,lav.c.
n Var(x)

7= b _ ~ N(0;1).

) —2
O X
— 1+
n Var(x)
Poiché
(n-2) 6 L
T 2 An-2)>
¢ U e Z sono indipendenti, 1l rapporto
:Bo B :Bo

6—21+ x

.7 :\/{ Va’”(x)L B -5,
U \/(n—Z)é‘z 6‘21 ;2

n=2 o (n-2) n +Var(x)

¢ distribuito come una v.c. t con (n-2) g.d.l.
Pertanto [D’intervallo di confidenza di p,

risulta
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3) Intervallo di confidenza  per

,u(x) =, + bx.

Consideriamo come stimatore di (x)

[ 1 - DX —Xx |

- o _;_A(xi _"X’.):|Yi+_l1 YZDQV()C)_X_
o | X » xi—; ) B

] P _;_Dev(x)(x —x)+ Dev(x) x_Yl -
_ n l+(x—x)(xl.—x) v

— n Dev(x) ’

Essendo /(x) una somma ponderata delle Y,
essa segue una distribuzione normale. Inoltre
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- _n Dev(x)
:ﬂo+ﬂ1;+ﬂo D);\:();)Z(x _;)"'
A Dev(x)izzl:(Xi —x)x )

= p, +,81;+,B1 Dz;();) Dev(x)= p,+ b.x.

Quindi f(x) ¢ uno stimatore corretto di
1(x).

12

Var[,&(x)} =iVar(Yi)_%+ (x_;e)v((x;c)—x) —

e I
- ;n Dev(x) -
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20
n Dev(x)
? 2 (x_;)z o’
=—+0 =—+0
n Dev(x) n
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A(x)= (B, + Bx)

T = g —= "~ t(n_z)
o (x — x)
1+
V n Var(x)
L’intervallo _di conf_idenza

;u(x):ﬂo +fx ¢

—\2
G 1+(x_x)
l—gV n Var(x)

Verifiche di ipotesi

1) H,: B, =0 contro f, #0.
Basiamo 1l test sulla statistica

o [ — 1 H (2
O 1+ X
\/ n Var(x)

per
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Respingiamo H |, per valori ‘T ‘ >t .
1-=
2

2) H,: B, 20 contro S, <0: respingiamo H,

se ' < )

3) H,: B, <0 contro §, >0: respingiamo H,

se I'>t, ..
%)

4) H,:p =0controH, : S #0: utilizziamo

la statistica

- OA_Z 1 H, (n-2)°
\/ n Var(x)

respingiamo H, per valori ‘T ‘ >t .
1-=
2
5) H,:[ =2controH, :f >2: utilizziamo
la statistica

e respingiamo H, per valori T > fa)
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Caso B

In questo caso supponiamo le VY,... Y

n

incorrelate.  Inoltre E(Y)=p,+fBx, e
Var(Y,) = . Per ottenere uno stimatore di £,

e f utilizziamo il metodo dei minimi
quadrati.

Definizione (stimatori a minimi quadrati per

b e B)

S1ano n coppie di osservazioni
(Y,x,), i=L..,n che soddisfino i requisiti
del caso B. I valori di £, e [ che
minimizzano la quantita

- 2

Z(Yz _:Bo _/lei)

i=1
sono chiamati stimator1 a minimi quadrati per
[, e B,. E’ noto che tali stimatori sono
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Dev(x)

Dopo aver ricavato [, e [ possiamo
. . 2
calcolare 1l seguente stimatore per o”:

6t =3 (v-B-hx)

Anche se gli stimator1 ottenuti nel caso A
sono gli stessi che si ottengono nel caso B,
nel caso A esst godono di molte proprieta
poich¢ sono  stimator1 di  massima
verosimiglianza. Vediamo ora le proprieta
degli stimatori a minimi quadrati.

Teorema di Gauss-Markov

Nel caso B gli stimatori a minimi quadrati ,BO

e B sono gli stimatori migliori nella classe
degli stimatori lineari non distorti (ossia sono
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quelli a varianza minore).

Esercizio

X: diminuzione di consumo conseguita, 1n

Watt

Y: durata di accensione, in ore (tolte le 400

iniziali).

Sono stati ottenuti 1 seguenti risultati:

x=34 y=11 Yx’=37568
>y?=3967  Yx,y, =11760.

Assumendo valide le 1potesi del modello

lineare caso A:

a) Stimare i parametri 5, ¢ 5,

b) Stimare la varianza dello stimatore /3,

¢) Determinare I’intervallo di confidenza al
98% per B,

d) Determinare I’intervallo di confidenza al
90% per u(x), in corrispondenza di x =30

e) Verificare D'ipotesti H,: [, =22, con
alternativa bilaterale, volendo commettere
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I’errore di1 prima specie con probabilita del
10%

f) Verificare I'ipotest H,: S, =-0,3 con
alternativa unilaterale, volendo
commettere 1’errore di prima specie con
probabilita dell’ 1%

g) Determinare 1’intervallo di confidenza
all’80% per la varianza di Y.

Soluzione
> x;y; 11760
2) = ConY) . Y —34°11_
1 p—
Var(X) — Sx? 5, 37568 ..
— X
" 32
—0 =-0361
18

By=y-[x=11+0361-34=2327
$=2327- 036T-x

b) Var(g)=2 g Va:()

67 = ! Z(yi_IBO _/lei)z

n—?2
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> (v = By - Bix, | = Dev(r1-13)=
( \

2
\ —
_(967-32.112] 1-—(=65) .

— . 2
o 3967-32:11
L 32 )

95.[1_ %2> =19,8
53,4375
67 = 19’82—0663

0,663
par(p)]=° n Var() Sy 0

c) Esso ha per estremi 1 valori

2
B Fo.99 (30)J O = 036172457105

nVar(x)
|-2,9321;2,2101]
d) 2(30)=23,27-0,361-30=12,447
L’intervallo di confidenza ha per estremi 1
valori

A(30)F 19 o5 (30)\/62{1+ (x- x)z} —

n Var(x)
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2
12,447 51,697 \/0’36263 {1+(3O 34) }:

18
[12,1121;12,7835]
Rifiuto H, se
bo=ho >t (n-2)
6.2 _2 1——
X 2
— | I+
\/ n [ Var(x)j
Poiche
23,27 -22
‘ 3,27 ‘ =1,0992 < 1,697,
0,663( . 347
1+
32 18
accetto 1’1potesi nulla.
Rifiuto H, se
B] B ﬁl < _tl—a(” _ 2)
6% 1
n Var(x)
Poich¢
~0.30140.5 _ 4 058452457,  accetto
/1,095

I’1potesi nulla.
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g) Esso ha per estremi 1 valori

Z(J/i —,Bo —,lei )2 : Z(yi —,Bo —,lei )2

2 a(n=2)  xgn-2)
2 2
198 _0,4935,1%% 213259 .
40,3 15
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