APA,

Capitolo |

Regressione e correlazione nel caso
di tre variabili

1. Introduzione

Su ognuna delle N unita statistiche di una popolazione sono stati rilevati
contemporaneamente i valori di tre caratteri quantitativi X, X2 e Xa.
[ valori ottenuti con la rilevazione sono rappresentabili nel prospetto che

segue:
X A2 L] ]
X2 X2 X32

X X2 X3
Xy Yav AN
La generica terna ordinata (xj;, X2, X3) pud essere rappresentata con un

punto in uno spazio R? a tre dimensioni. L’insieme delle N terne ordinate sara

rappresentato da N punti in R

Si supponga ora che la variabile X, “dipenda” congiuntamente dalle
variabili X, € X3. In altre parole si ha motivo di ritenere che i valori assunti
da X, e da X3 “influenzino” i valori della variabile X;. Si € allora alla ricerca

di un modello matematico

X0 = f(X2,X3) (1.
in grado di approssimare i valori xi; con i valori
X =f(x2i.x30) (1.2)

forniti dal modello.
Al variare di (X2, X3) la (1.1) descrive nello spazio R® una superticie.

Lo scopo principale di questo capitolo & quello di individuare un modeilo
che descriva bene la variabile X in funzione delle altre due,
In alcuni contesti si & invece interessati ad esaminare la correlazione che
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esiste fra due delle tre variabili al netto delt’influenza del terzo carattere. Si
tratta di un aspetto molto importante nello studio di fenomeni economici in
cui spesso la correlazione che si registra fra due variabili 2 influenzata dalla
concomitante presenza di una (erza variabile.

In questo capitolo si imparera anche a eliminare ’effetto che ia terza
variabile ha sulla correlazione delle altre due.

2. Alcuni modelli

[n questo paragrafo si analizzeranno alcuni modelli utili per rappresentare
X, in funzione delle altre due variabili.

(" Esempio 2.1. )

Si supponga che la (1.1) sia data da
X, =4— X2 +0,5X3,
che & I'equazione di un piano. Nel prospetto che segue sono riportate le
coordinate di alcuni punti del predetto piano.

Figura 2.1. - Rappresentazione di 9 punti del piano x, =4—x2+x3
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Dal grafico si osservicheperxz=0exy= 0'si ha % = 4; inolire, tenendo
fisso il valore di X, ed incrementando di una unit il valore di X5, il valore
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di X, .presenta sempre un incremento pari a 0,5 (indipendentemente dai valori
di X;:_( e 3).

In'modo analogo si osserva che, tenendo fisso il valore di X3 ed incre-
mentando di una unita il valore di X», il valore di X, subisce una diminuzione
pari ad 1.

E ora immediato rendersi conto che dato un generico piano di equazione

Xi=a+bX; +cX3 (2.1)

i) il parametro a indica il valore che assume X iperX;=0e X3 =0eviene
detto intercetta del piano;

if) il parametro b indica la variazione che subisce X | allorquando, tenendo
fisso X3, si incrementa X; di una unitd. Il parametro b & detto coefficiente
angolare di X rispetto a Xo;

iii) il parametro c indica la variazione che subisce e allorquando, tenendo
fisso X3, si incrementa X3 di una unita. II' parametro c ¢ detto coefficiente
angolare di X rispetto a X.

( Esempio2.2. )

Si supponga ora che la (1.1) sia
X\ =4-X2+0,5X3 -0,25X,X;.

Anche questo modello rappresenta in R* una superficie. La Figura 2.2
riporta le coordinate di alcuni punti della predetta superficie.

Si osservi che nel modello in esame se si tiene fisso X5 la variabile X
registra variazioni “costanti” facendo aumentare di una unita X,. Tuttavia,
queste variazioni di X1, pur essendo “‘costanti”’, dipendeno dal valore asse-
gnato ad Xj.

Si precisera meglio quanto affermato considerando il modello

Xi=a+bX; +cXs+dX2 - Xs. (2.2)

Tenendo fisso X3 ed incrementando di una unita X>, la variazione dj X X
data dal
la+ b+ D +ceXs+dXa+ 1)- X531 +

—la+bXa+ X3+ dXaX3) = b + dX.
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Figura 2.2. - Rappresentazione di 12 punti del piano H=4-x2+40,5-x3+

—-0,25.’(2 X3
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Analogamente la variazione di X\ ad un incremento unitario di X3, tenendo
fisso X, & data da

(a+bX+c(Xz+ 1) +dXs- X3+ 1)} +
~la+bXa+ X3 + dXoX3) = ¢ + dXa.

In altre parole, tenendo fissa una variabile, le variazioni di X, ad incre-
menti unitari dell’altra, sono pari ad una costante (b 0 ) pil1 una quantita che
dipende dal valore della variabile che si tiene fissa (dX3 0 daXs).

Si supponga ora che la (1.1) sia data da

£,=2-X2-X  (X220;X;20).

Anche questo modello rappresenta in R? una superficie. Nel grafico che
segue sono indicate le coordinate di alcuni punti della superficie.
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Figura 2.3. — Rappresentazione di 9 punti della superficie %1 =2-x3 a0l
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La funzione X; =2-X2-X4’ @ un caso particolare della funzione
XYi=a-X!-X{ (a>0,X2>0,X3>0) (2.3)

che trova vasti impieghi in economia.

Se nella (2.3) si pone xz = | e x3=1 si ha & =a. Pertanto, il parametro
a indica ii valore di &; perxa=x3= L.

{| parametro b indica I'elasticitd parziale di X, rispetto a X,. Ciog, se si
tiene fissa la variabile X3 e si fa variare X, allora b indica |’elasticita di X i
rispetto a X3. In modo analogo si interpreta il parametro c. Infatti, esso indica
I’elasticitd parziale di X1 rispetto a X».

Si osservi che solitamente i valori delle elasticita parziali di un modello
dipendono dal punto (X3, X3) in cui vengono caicolate. Fa eccezione il
modello (2.3) le cui elasticita non variano al variare di (X3, X3). Per questo
motivo il modello (2.3) & detto ad elasticitd parziali costanti.

P
!

. Esempio. 24 :

Rivestono una particolare importanza i modelli del tipo
. k
= f(X2,X3)= 2‘1 o;j-gi( X1, X3) (2.4)
j= :

incui gi(X2, X3)=1leg X2, X3),j=2,3, ..., k, sono funzioni di X> e X.



Casi particolari della precedente sono
fiXa, X3) =0 + oaXa + 03 X3
fiXa, X3) = 04 + 02X7 + 03 X3+ 0uXoXs
fiX2, X3) = Qy + 02X2 + 03 log Xo+ ouX3.

i immediato verificare che
f(X2,X3)=aX3 X3
non & del tipo (2.4).

Le funzioni del tipo (2.4) sono lineari nei parametri. Cid significa che,
tenendo fissi sia i valori di X e X3 che quelli di tutti i parametri tranne uno,
ad esempio o ¢, facendo aumentare quest’ultimo di una unita, la Xz, X3) fa
riscontrare variazioni “‘costanti” pari a gj(Xa, X3).

3. Il metodo dei minimi quadrati

Si supponga che per descrivere la variabile X si sia scelto il modello
Xy = f(X2, X% o,002,..., 0k ) {3.1)
Si tratta ora di ricavare quei particolari valori dei parametri G, &z, ..., 0
che sostituiti nella (3.1) forniscono valori 51 = f{x2:,%3:3 &,..., 0 ) assai
prossimi ai valori reali x;.
Uno dei metodi pilt comunemente impiegati per ricavare 0y, 02,00 &
quello dei minimi quadrati, che consiste nel minimizzare la funzione

N
D(o, 02, .. ou__) = E' [xi — f(x2i,03i5 01, 02,5 0000 Ok o (32

rispetto ai parametri iy, 02, -.., O Si tratta allora di ricavare innanzi tutto le

. ... oD . - .
k derivate parziali —, J= {,..., k. Quindi le stesse vengono uguagliate a
zero & si ottiene cosi un sistema di k equazioni nelle k incognite oy, 02, ..., O
[ oD

22 =0

aou

D g 33
1 doLa (3.3)
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D
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Si tratta poi di risolvere il sistema (3.3) e controllare che effettivamente
la soluzione trovata minimizzi la (3.2).

La soluzione del sistema (3.3) & particolarmente semplice nel caso in cui
fiX3, X3; oy, 0, ..., o) sia una funzione lineare nei parametri. Le derivate
parziali in questo caso risuitano

9D = =2 X (x1i — f(x2 X305 Q1o a0 )
am
oD

——==2 T (o1i — f(x2i,X35 01y, 0 )) - @2( X2, 30 )5
1 dota

M"-g.l
dD

——=-2T(xi = f(x2,X3; Ot oo, Ok )) - g1 (X2, X30).
Laak

Uguagliando a zero le derivate parziali si ha il seguente sistema

2(vi=-x;)=0

i(xn — %) g2(x2i,x3)=0 (3.4)

2 (X — %) g (x2i,x3) =0,

nel quale ovviamente & %; = f(x2;,x3;; 0, ...,0l¢ ).
{l sistema (3.4) & solitamente detto: sistema normale.

4. Il piano a minimi quadrati

Nel caso in cui
Xt =00 +0laxy + 003X 4.0)

il sistema normale diventa

20 =0 — 02Xy ~ 03Xy ) =0
(v — 0 — a2k — 033 ) X2 =0 (4.2)
2(x =0y — 02X — 03Xy ) - xy =00,

Riordinando opportunamente i valori si olticne

B, SR
e e



Nooy + 02 Y x2i + 03 2 X3 = Y x
o T xzi + 02 X5 + O3 L X3i - N2 = ¥, xi - X2 4.3)
o Y x3i + 02 X X2i - X3 O3 Zﬁ.- =3, X1i - X3+

Si ha cosi un classico sistema lineare di tre equazioni nelle tre incognite
oy, Oz € O3 che pud essere risolto ricorrendo ai consueti procedimcnti della
matematica.

. . . . . lq ‘_r\(:{-—{ -;.1 '
Soluzione con il metodo dei determinantl i b ¥

Si ricavano innanzi tutto il determinante del sistema A ed i determinanti

dei parametri Ag,,Aa; € Ags.

N Txa Xy Txi  LXn LY
A =|Sxu T U amxul| Aey = Zxuxa Tx3 XX
¥ X3 LX2iX3i WA T xuxa 2 X2iX3 LT
N Txi 22X N Txx XZxu
Aa, =| TX2 LXrx2i Soxuxsi|:  Dey =| XX Txi  Xxixau
T X3 X X1iX3i 3 x3; Y x3 Lx2iX3 LXUXd

Risolvendo i determinanti con laregola di Sarrus si ha:

A = NZJC%,- : in- +2% X2 > XX ¥ X3 — (Zx;,- )2 . Zx%,- +
~ N(X xa2ix3 )2 - Z.t%,- (X xai )2§

Agi= Sx1i Tx3, T x3; + Lxai XXX ' xyixai + T X3 DX X2 LXK+
2
=% xyixsi - Tk Txa = (X2 Y Y- PIRZIED I TS STRDILTH

Agz = NE x1ix2i TX3; + 250 - T x3iX2i - LA + X3 L X2 Y xiixsi +
—(Tx3 ) T v — NI, xyixai 2, X3iX2i — Y x3 T xai - X

Agy = NEx3; Zxuxsi + T2 Lxnxai T vy + ki Lx2i 2a2i0 +
~ 5 x5 2x Txn - NExaiesi Lot = Txux (XX ).




(4.3)

ognite
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Nel caso in cui A # 0 le soluzioni sono pari a

/ Eqéd@pfa 4;1.. :

AR

Ag,
A *

~

Oz =

Dy
A

Aq,
A .

; O3 =

Nel prospetto che segue sono riportati i valori di tre variabili X; = super-
ficie in ettari, X3 = numero di bovini e X; = reddito annuo in milioni di lire
di 20 aziende agricole.

| X% | % | x| XX x| 5|0 & |e-f
6 18 96 36| 108| 576| 324 1.728) 1000| -40
2 0 83| 484 ol 1.826 0 o] 756| +74
18 14| 126 324| 252| 2268| 196 1.764] 112,6] + 134
8 6 61 64| 48| a88| 36| 366 652| -42
12 1 59| 144 12| 708 1 59| 575 *+15
1o 9 90| 1001 w90} 900 81] 8I10| 792| +108
17 6 82| 289 102 1.394f 36| 402| 84| -24
11 12 88 | 121 132 9e8| 144 | 1056] 912] -32
16 7 86| 256| mnz2| 1376 49| en2} 856 +04
23 2 761 529| 46| 1.748 4| 1521 842] -~82
7 171 102 49| 1ol 714| 289 1.734] 989 +3l
12 15| 108] 1441 180 1.296] 225 1.620] 1031 +49
24 7 96| 576 168 2.304] 49| e&72| 1027 -67
16 0 70| 256 0f 1.120 0 o| 628| +72
9 12 80 81| jo8| 7200 144| o960| 869 -69
1 16| n3l| 21| 176 1243| 256 | 1808| 142§ +38.8
22 2 76| 484 44| 1672 4| 152 821 -6l
n 6 741 121 66| 814] 36| 444] 716| +24
16 12 og | 256| 192| 1568 144 ] 1.176] 101.8] —-3.8
8 15 80| 64| 120 640 225 12001 945 - 145
279 | 177 | 1.744 | 4.490 1 2.075 |24.343| 2.243 |16.795 | 1.744,1 ;ggg

Si devono ricavare i parametri del piano a minimi quadrati

}?1 =0 +o X2 +003 X,
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Per determinare i parametri bisogna ricavare i determinanti A,
Aq;,Aq, € Ag, E allora necessario valutare le sommatorie

X200 X305 X1y X510 55, T X320, T X1, T XX,

[ valori di queste sommatorie sono riportati nel prospetto precedente, Si
ha

—2.243 12792%= 5.105.556; ./

Aay =1.744-4.499 - 2.243 + 279 - 275 - 16795 + 177 - 24.343 - 2.075 +
~ 16795 - 4499 - 177 - 2.075Y) 1.744 - 2243 - 24343 - 279 =
= 145.741.350;) —

Aoy =20 - 24.343- 2243 + 1.744 - 2.075 - 177 + 177 - 279 . 16.795 +
= (177)* -24.343 — 16.795 - 2.075 - 20 — 2.243 - 279. 1.744 =
=10.917.750;

Aay =20 - 4.499 - 16.795 + 279 - 24.343 - 177 + 1.744 - 279 . 2.075 +
~ 177 - 4.499 - 1.744 — 2.075 - 24.343 - 20 — 16.795 - 2792 =
= 16.628.262. ,

I valori dei tre parametri risuitano
6 =28.546; 67 = 2,138 63 =3,257.
L’equazione del piano interpolatore risulta

X\ =28,546+2,138X; + 3,257X;.

( '_ Esempia4.2.

Si interpretano ora i parametri del piano interpolatore ricavato nell’Esem-
pio 4.1. Sempre sui dati di tale esempio si valutano i redditi aziendali forniti
dal piano interpolatore, nonché gli scarti residui.

L’intercetta &, = 28,546 milioni non ha un significato reale. In effetti &,
indicherebbe il reddito di un’azienda agricola senza superficie e senza bovini.

Il parametro &2 = 2,138 indica I'incremento di reddito che si consegue
aumentando la superficie di un ettaro nell’ipotesi di tener fisso il numero di
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bovini. Analogamente il parametro &3 = 3,257 indica I’incremento di red-
dito che si consegue aumentando di una unita il numero di bovini ipotizzando
di tener fissa la superficie aziendale.

I redditi aziendali forniti dal piano interpolatore

Yr=28,546 + 2,138x2; + 3,257 x3

noncheé gli scarti (xi; — %1;) sono riportati nel prospetto dell’esercizio prece-
dente.

Da tale prospetto si deduce che I'ordine di grandezza dei residui &
abbastanza limitato relativamente ai valori X;.

(B
5. Soluzione del sistema normale con il principio di riduzione T i
byl

E molto istruttivo risolvere il sistema (4.3) ricorrendo opportunamente al
principio di riduzione.
Per rendere pil snella la trattazione si fard uso deila seguente simbologia.
1 l 1
Con Yi=—3x;, T2=—3x2 € X3 =—Y.x3 si indicano le medie
N N ' N '

aritmetiche delle tre variabili.
Con

| - | -
ou=6%(X1)= I_V-z(x” -5)? =EZ-‘T.- -},

l —_— l el — )
on =0%(X2)= EZ(-’CZI‘ -%) = NZIE,- - X5,

9 1 p— ] l -
On=0"(X3)= FZ(IJ; -X3)" = FZ.\.‘JZ,- - X3i,

si indicano le varianze delle tre variabili.
Infine, con

l _ _ | —
1z =06(X1,X2)= NZ(-VU —X1)(x2i—X2)= TV—Z-VII'-\'ZJ' - X X3,

1 - l __
O3 =06(X),X3)= "ATZ(-"IE X )xx - X3) ='1\72xh‘x3i - XiX3,
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1 _ - 1 -
o1 =0(X2,X3)= —Z(-\‘zi -T2 )x3i —X3)= —1\72.\725-\73:' - X2X3,

si indicano le covarianze fra i tre caratteri.
Si risolve ora il sistema (4.3) con il principio di riduzione. Dividendo per

N sia i primi che i secondi membri delle equazioni del sistema (4.3) si ha

o + 02Xz +03X3 =X
1
JouXs + 02 —1\72-!2, + 03 '[—V-): X3i.X2i -——-2 X1iXzi 5.1)

Loc
Moltiplicando la prima equamone del sistema (5.1) per ¥
valori trovati dalla seconda equazione si ottiene

= 1
1 X3 +02 "'ﬁz-'f‘.’:'x:!i +0l3 '-A?ZI;,' =F]’Z-\'Ii-’(3i.

, e sottraendo i

- = 1 _ 1 - | -
o (T2 —X2 )+ 02 (TV-ZJC 2 %3 )+0ts (—NTZIM-YZ.' -X3%2 )=TV-Z.¥1:X2; -XiX2
OVVero

02022 F 0332 = O 5.2)

Analogamente moltiplicando per ¥3 la prima equaznone del sistema (5.1)
e sottraendo i valori trovati dalla terza equa.zmne si ottiene

(12073 + 03033 = O13. (5.3)
Dalla prima equazione del sistema (5.1) si ricava
oy =¥ —02X2 — oL3X3. (5.4)

Mettendo assieme la (5.2),1a(53)e la (5.4) si ha il seguente sistema

02022 + %3032 =012

02023 + 03033 =013 (5.59)

o =% —02X2 —-0t3Xa.

il sistema (5.5) & equivalente al sistema (4.3) e quindi le soluzioni fornite

dagli stessi non possono che coincidere.
Le prime due equazioni del sistema (5.5) costituiscono un sistema di due

an
lit

e

2




X3,

idendo per
4.3) si ha

(5.1)

,ottraendo i

iX2i —X1X2

(5.2)

istema (5.1}

(5.3)

5.4

te sistema

(5.5)

izioni fornite

stema di due

L i : .
equazioni nelle incognite o ¢ 0. Il determinante di tale sistema e quelli delle
incognite o & O3 sono rispettivamente pari a

Gn 02 g

A= =020 — 033 (5.6)
G2z O
G2 On

Ay = =0n012 — 01301 (5.7)
Gz O3
G2 Oz

Agy = =02203 —01202. (5.8)
G233 Oop

Dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwartz & noto che
A = Var (X2) - Var(X3) = Cov* (X2, X3) 2 0

avendosi A = 0 solo nel caso in cui fra X e X3 esista una perfetta relazione
lineare.
Nell’ipotesi che sia A> 0 i parametri 0; € 03 sono pari a

o 33012 — 01307

(12 = ] ; (5'9)
022033 —C>;3

. OnG13 —0120

Or e 22013 126 (5.10)

02013 -0 3_‘3
Dalla terza equazione del sistema (5.5) si ricava poi
0 =% — 02X - 03X3. {5.11)
Prima di passare ad un esempio conviene soffermarsi sul caso A=0. Il
futto che vi sia una perfetta relazione lineare fra X> e Xj significa che
.X1 =da+ sz.
Pertanto il piano interpolatore assumeri la forma
.32| =0 +02X2 +003X3
=0 +02 X2 +a1[a+th ]
= (0 + Oa) + (02 +aab)- X,

Si vede allora che se A = 0, significa che & sufficiente far riferimento ad

2. M. Zenca: Metods statisticr per Pecomonna e Linpresa,
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una sola variabile esplicativa, ad esempio X; e che & ridondante impiegare
anche I’altra variabile esplicativa. In altre parole, per valutare X; & sufficiente
far riferimento alla retta a minimi quadrati X; = po + p1 X3.

Esempio 5.1.

Si riconsiderino i dati dell’Esempio 4.1 per ricavare i parametri del piano
interpolatore impiegando il procedimento di riduzione esaminato in questo
paragrafo. -

Si tratta di ricavare innanzi tutto le medie, le varianze e le covarianze delle
variabili.

X =L-l.744=87,2; X2 =-l--279=l3,95; X3 =—-177=8,85;
20 20

i
20

o2 =Var(X2) =%zx§,. -%; =$‘4-4"‘.9“ 13,95% =30,3475; .\ ,

1 R |
on =Var(X;)=—3 x5, - %5 =-—.2.243-8,85% = 33,8275;
33 (X3) v 25 =X T

01 =Cov(X2 X3 )=—All-z.\.'z;.l'3f -X1-X3 =2—10--2.075— 13,95-8,85=-19,7075;
g1 =Cov(X,,X2)= #Z.\‘u.tg; -X1-X2 = % 24.343-13,95-87,2=0,71:

i3 = CUV(X|,X1)=LZ.\?|;.V3,' -X1-X3 =L16.795 -8,85-87.2= 68.03.
-~ N 20

Pertanto i valori dei parametri risultano

33,8275-0,71-(=19,7075)- 68,03 _ 1.364,71875 _

iy . =2,1384;
30.3475-33.8275-(~19.7075)>  638,1945
Gy = J0.3475-68.03-(-19,7075)-0,71 | 2078,53275 _, o
638,1945 638,1945
G =% ~ 6y - F2 — Gy - Ty =87.2~2,1384-13,95 - 3,2569-8,85 = 28,546,

Si riottengono cosi gli stessi valori calcolati in precedenza.
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6. Proprieta dei residui
Si riscrive per comodita il sistema (4.2).
Tl —Hi)=0
Y (X1 =X )-x =0 (6.1)

3 (i =81 )-x3 =0,

Dalla prima equazione si desume che la somma dei residui (x;—Xu) €
nuila e quindi la variabile residuo Z =X, —X ha media aritmetica nulla.
Inoltre, sempre dalia prima equazione si desume che 3 1 = 2, X, OVvero,
la somma dei valori effettivi x); &€ uguale alla somma dei valori interpolati e
quindi ¥ = Mi(Xh) =M, (X1), avendo indicato con M, (-} I'operatore media
aritmetica. Come si & mostrato in precedenza, la prima equazione del sistema
(6.1) si pud scrivere anche come segue:

o + 0,252 +03X3 =X,

ovvero il valore di £ & pari a Xi quando x; =Xz € X3 = X3, In altre parole,
il piano interpolatore a minimi quadrati passa per il punto dello spazio R* di
coordinate X =X, X2 =X2 € X3 =X3. A
Si dimostrera orache la variabileresiduo X, - X| =Z € incorrelata siacon
la variabile X, che con la variabile X;. A tal proposito si osservi innanzi tutto
che se almeno una delle variabili X e ¥ ha media aritmetica nulla allora
Cov(X.Y) =5 (5 = Bys =) == S xiyi — 5 =~ Txiy
L3 N vt - i N =i - N st ¥l

Pertanto essendo la media aritmentica dei residui =0 risulta

Cov(Z,X2}= -!:7225-%25 = #E(-"Ii — Xii )Xz

1 1 .
Cov(Z,X3)= TV“ZZfIy = ’N_YZ(-\'H — Xy )X,
Dividendo ora la seconda e la terza equazione del sistema (6.1) per N si ha

CoviZ,X21=0
CoviZ,X2]=0,

come dovevasi dimostrare.
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Si dimostrera ora che la variabile residuo Z = X — X & incorrelata anche

con la variabile X .
A tal fine moltiplicando la prima equazione del sistema (6.1) per o, la

seconda per o2 € la terza per 03 si ottiene
Yzi-0 = 0
Yz 01X =0
Tz;-03-xy =0
Sommando le tre equazioni, membro a membro, si ottiene

T 7+ [on + O + Caxsi} =0,
ovvero

I .
—Xz-%; =0.
N

Cid dimostra che effettivamente Cov[Z,i 1 j=0.

Si pud concludere questo paragrafo affermando che, quando si interpola a
minimi guadrati con il piano X =0y + 02Xy + 03X residui z; =X — X

1. hanno media aritmetica nulla,

9. sono incorrelati sia con le variabili esplicative X2, X; siacon la variabile

X

7 Varianza totale, varianza residua e varianza spiegata

Si mostrera ora che & possibile scomporre additivamente la varianza
(devianza) di X, in varianza (devianza) spiegata dal piano interpolatore €
varianza (devianza) residua. In effetti

T ey — )7 = il =3 + 3= =Zx —Ru)
+Y (R %) F22(x — X)X =X

L’ultima sommatoria indica la codevianza fra la variabile residua
(X, -X)ela variabile X che, come & stato dimostrato nel precedente
paragrafo, & nulla. Consegue che

T -%)? = T %) + 3 (i = 2i)?

Devianzi Devianza Devianza
otale spiegata residua

(7.1}
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Ecco ora un’inaspettata ed utile rappresentazione deila devianza (varian-
za) spiegata.
La devianza spiegata € data da
T(E =T = T(E - TR - 5) = T - F)E = x) Hx -5
= L () =0 Xy — X))+ X (& =X W = 5.
Si osservi che X (&; = x;; )(%;; = X;) =0 in quanto I’espressione indica la
codevianza fra Z e X (. Tenuto conto altresi che
(£ =T =00 +0 X +003X3 —F) =(X) =0 ¥y —003X3 )+ 0.00; +003Xy, = =
=0y (Hg =Xy )+ 03 (X3 —X3)

la devianza spiegata diventa

TE =) =2 X (v —F2)(xy — X))+ s (X3 — X3 )i — %)
Infine dividendo per N si ha
Varianza spiegata = 05 - G, + 03 -Gy (7.2)

Ricordando ora che M, (X 1) =T si ha che la varianza spiegata coincide
con la varianza di X, per cui

Var(X1) =02 -Gy + 03 - O3 . (7.3)

La (7.2) e la (7.3) troveranno diversi impieghi in seguito. [noltre la (7.2)
informa che per il calcolo della varianza spiegata non & necessario valutare
preventivamente i valori Xy; essendo sufficiente conoscere o, 03 e ie
covarianze Oz € O3y.

8. Bonta di adattamento del piano interpolatore

Dopo aver determinato i parametri o, 0z € 0 solitamente si determinano
i valori ¥\ =0 +02x2; +0axs;. Bisogna ora valutare se il piano inter-
polatore approssima bene i dati osservati. Tale analisi si fonda essenzialmente
sui residui z; = xy; —%y;. Misure della bonta di adattamento del piano si
ottengono valutando:

I. I'ordine di grandezza dei residui;
2. la quota della variabilita di X, “attribuibile” al piano interpolatore.

LR £ R TR R TR e e T
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Ragionevoli misure dell’ordine di grandezza dei residui sono gli indici:
1

1 . 1 . 7

A= F}:h‘u -8l e A ={-§Z(-\fu —-\‘1;)2} :

Nei casi in cui ha senso si possono impiegare anche gli indici relativi:

X X1

Un altro indice moito impiegato per valutare la bonta di adattamento del
piano interpolatore si ottiene rapportando la devianza spiegata S(ku %)
alla devianza totale ¥ (xyi —Xi )*. Si ha cosi I'indice di determinazione

multiplo

" Y(%,; —%)* Varianza spiegata
liy = = - . (8.1)
(5 -5)° Varianza totale

Tenuto conto della scomposizione (7.1), I'indice (8.1) si pud scrivere
come segue

2 T (X —%)
= . 8.2
MBS Ry —F) + (v — 8e)? St

L’indice /3,; & pari ad 1 solo se tutti i residui z; = xui — X1 sono nulli.
Ovviamente cio accade solo se i dati sperimentali si dispongono su un piano.
L’indice & pari a zero solo se % =¥ perognii=1,2, ..., N. Cio si realizza
solo se o =0 e 03 =0 di modo che o =X —0lz-X2 —03-¥3=X%1 € quindi
X =7%.

Ovviamente il piano interpolatore sari tanto pii adeguato quanto pitt /21,
¢ prossimo ad 1.

Esempio 8.1. )

Si riconsiderino gli Esempi 4.1 e 5.1 e si valuti la bonta di adattamento dal
piano interpolatore a minimi quadrati

%1,‘ = 28,546(—.' 2,138)[‘3,' + 3,257.\73,‘.

Nel prospetto dell’Esempio 4.1 erano gid stati calcolati gli scarti

]
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(x1; —%u). Si desume cosi che ¥ |xy; - ¥;|=60,0+59,9=119,9 e quindi

=222 = 5,905,
20

Essendo ¥ =87,2 (Esempio 5.1) si ricava

Al = 295 _ 0,069.
87,2

4

Dal valore di A/ si desume che in media gli scarti residui sono pari a circa
il 7% del valore della media della variabile dipendente X,. Pertanto, almeno
in base ai valore di A, si deve ritenere che il piano interpolatore & adeguato
a rappresentare i redditi aziendali X, in funzione della superficie X; ed in
funzione del numero di bovini Xs.

Anche se il valore dell’indice A} da gia delle garanzie suil’adeguatezza
del piano interpolatore a rappresentare i redditi aziendali, conviene calcolare
anche I'indice /2,; in quanto considera I’accostamento da un altro punto di
vista.

Dal prospetto della pagina seguente si ricava che la devianza totale & pari
a 5.455,2 e quella residua & pari a 993,31.

Consegue che

5.455,2-993,31 _ 4.467,89
54552  5.4552

rH—
.23 —

=0,818,

Dal valore di 71,5 si desume che il piano interpolatore spiega circal’81,8%
della variabilita totale dei redditi aziendali.

Si ribadisce che, poiché gliindici A, A] e 1}, danno valutazioni del grado
di adattamento secondo differenti punti di vista, &€ sempre preferibile, per una
pit completa analisi, impiegarli congiuntamente.

"|é e 1541 'Y
'in-ﬁ-‘-"--i.-ﬁ'ﬁl-\---;'-.-' . b or R ol
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X| X|—.-l:| (X;-.T.)Z X|—X| (X|—xl)2 X'g X] (X!—Xl)‘Xg (Xl—X|)‘X3
96 8.8 77,44 -4 16 6 18 ~24,0 =72
83| -4.2 17,64 74| 5476 22 0 162,8 0
126 BB 150544 | 134 179,56 ] 14 2412 187,6
6l ] -262| 68644 | -42] 1764 8 6 -336 -252
50 | 282 79524 5 225 12 1 18,0 1,5
90 238 784 | 108]| 116,64 10 9 108,0 97,2
821 -5.2 27704 | -24 5,76 17 6 ~408 | =144
88 038 0641 =32 10,24 i i2 -352 - 384
86| -1.2 1,44 0.4 0,16 16 7 6.4 2.8
76 | -112) 12544 | -82] 67,24 23 21 -1886 -164
102 148 219,04 3l 9,61 7 7 21,7 52,7
108 208 | 432,64 49| 2401 12 15 58,8 73,5
96 8.3 7744 | -6,7| 44,89 24 7 1 ~1608 -46,9
701 -17.2| 29584 721 51,84 16 0 15,2 0
g0 | -7.2 5184 | -69]| 47,61 9 12 -62,1 - 82,8
113 2581 665,64 38 7744 11 16 96,8 140,8
761 —11,2] 12544 ) -6.l 37,21 22 2| -1342 -12.2
74| -132) 17424 2.4 5.76 11 6 26,4 14,4
vg 108 11664 | =38 14,44 16 12 - 60,8 ~-45,6
g -72 5184 —145] 210,25 b} 15 - 1160 -217,5
+ 1322 +855.3 +570,5
1744 {7 1322 5.455,20 993,31 | 279 | 177 _856.1 T ST14

( _Esempi_o 82. )

Si vuole verificare la relazione (7.2)

Varianza spiegata = 0ty -G + 3 - 03
sui dati dell’Esempio 4.1.
i dati necessari al calcolo deila (7.2) sono gid stati ricavati per lo svolgi-
mento dell’Esempio 5.1
O = 2,1384; oy = 3,2569; G = 0,71; g3 = 68,03.

Si ha cosi
2.1384 - 0,71 + 3,2569 - 68,03 = 223,09.

E possibile valutare la varianza spiegata, per via diretta, rapportando la
devianza spiegata (5.455.2 - 993.31) = 4.461,89 al numero di osservazioni.




-X))Xs

-72
0
187.6
-35.2
1.5
97,2

- 14,4
-38.4
2.8

- 164
327
73,3
-46,9

-82,8
i40.8
12,2
14,4
-45,6
2175

570.5
5714

- lo svolgi-

jortando la
servazioni.

Siha

00157 4_?]’89 =223,094.

Pl

Si ha un valore praticamente uguaile a quello ottenuto applicando la (7.2).

Esar'np}o 83. )

Si vuole verificare che non si siano commessi errori di calcolo nella
determinazione dei parametri o, O e 03 dell’Esempio 4.1.

Occorre percid esaminare se sono verificate le tre equazioni del sistema
normale (4.2)

Y(xu—%i)=0
Z(x =84 )x2 =0
Y (e =X ) x3i =0.
In altri termini si tratta di controllare che i residui Z=X; —X, abbiano
media nulla e siano incorrelati con le variabili esplicative X e X;.
Dal prospetto predisposto per I'Esempio 8.1 si ricava che effettivamente
le tre sommatorie del sistema (4.2) sono praticamente nuile. Si pud dunque

ritenere che non si sono commessi errori nel calcolo dei parametri del piano
interpolatore.

9. Coefficiente di correlazione multiplo

Dopo aver determinato i parametri o, Otz € 03 Si possono ricavare i valori
-{'h‘ =0 + Ol2X2; + OLaXy;.

Per coefficiente di correlazione multiplo di X, rispetto alle variabili X; e
Xj si intende il coefficiente di correlazione lineare fra X, e X .

[l coefficiente di correlazione multiplo si indica di solitocon Ry 23. E quindi

per definizione
C()\’(Xl 5 X] )
Ripy=—m—
o(X,) -o(X;)

Si dimostrera ora che RPy = 1.
In effetti
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CoviXi, X ="'A!’;Z(»1'u X)) —-X)=

=%Z(-\'u - X ){azt-fzi —n)+oi(xi ~M)l= (9.1)
=020 12 +A1C3 = Var()i’. )

per la (7.3). Si osservi che Cov[X), .)?|]= Var()?.)zo in quanto una va-
rianza non pud essere negativa. Si ha cosi

Var(X)) _o(X)) 0
o(X1)-o(X)) o(X))

Rin=

(9.2)

e quindi
Var()?.) o202 +03613  Var spiegata
Riyn= - = = DR =15 (9.3)
Var (X)) O1i Var totale

Si ricavera ora un’ulteriore rappresentazione di R, che verra impiegata
in seguito.

Nella (9.3) al posto di o, e o si sostituiscono i valori forniti dalla (5.9)
e daila (5.10). Si ha cosi

R2 _{0‘330':2 — G130 On +0220'13 —G12023 _013}_

G22033 —0'-_%3 T G22033 "0%3 O
9.4)

.
03307, G13023012 0'220'|23 012023013
01022013 011G2n013 + 011022033 Cncnaoxn

2 2

9B (023

Gn0n 022013
O

Indicando ora con r; = il coefficiente di correlazione line-

o(Xi)-o(X;)
are fra le variabili X; e X; la (9.4) diventa

2,2 o
N3 +n3 =20 Ry

Riy = (9.5)

I-rf
La(9.5), tra I’altro, informa che nel case in cui le variabili esplicative siano

fra loro incorrelate risulta R?,; =12, = 3 + 3. Ciog la quota della variabi-
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lita di X, spiegata dal piano interpolatore & pari alla somma della quota spiegata
dalla retta X, rispetto a X» e della quota spiegata dalla retta X, rispetto a Xs.
Si consideri ora lamatrice dei coefficienti di correlazione fra le tre variabili

X|, Xz € X].

mo 2 i'|3. 1 rn2 3 R

C=lru rn ra|=lra | rn
r ra s ry rao |

nonché la matrice dei coefficienti di correlazione delle due variabili X>e X

ra2 1 rn

gl=

rs ri ra |1

Applicando la regola di Sarrus si ricava che il determinante di C &

\/ ,

dO) =1 =) =1 — 1y + 2nanam.
[1 determinante di C, risulta

d(C\)=1-r5.
Si deduce ora facilmente dalla (9.5) che

. 4(C)
Ry =[E5i=1———, (9.6)
(23 =i 4C))

10. Miglioramento nella bonta di adattamento nel passaggio
dalla retta al piano a minimi quadrati

In questo paragrafo si valuterd I’aumento della varianza spiegata che si ha
nel passaggio dalla retta a minimi quadrati al piano a minimi quadrati.

Nel caso dell’interpolazione con la retta a minimi quadrati X, =a+bX 2,
la devianza residua & pari a

X(vi—a-— b-\fz:')z- (10.1)

_Nel caso dell’interpolazione con il piano a minimi quadrati
X, =@, +0.X, +01X5, la devianza residua & pari a



T{x1 =0 —0avy —Gaxsi)?, (10.2)
Infine, la devianza residua dal generico piano X, = o + 02Xz + 03 X3

risulta
21 — O = OlaXy — 0¥~ (10.3)

Ovviamente vale la seguente relazione

Tvu =0 —0axa —e3x3i )2 2 T (e — G —Gaxz —Gax)?. (10.4)

La relazione (10.4) vale qualunque siano i valori di oy, oz e 03 In
particolare la (10.4) vale anche per oy = a, 0z = b € o3 = 0. Si ha allora

(i —a—bray —-0-x3) 2 T(xy =0 —Qaxazi — Gaxn)?,
ovvero
T —a—bxz)? 2 X (xy -6y —Oaxa —Gaxy)?. (10.5)

Si & cosi dimostrato che quando si passa dalla retta a minimi quadrati al
piano a minimi quadrati la devianza residua diminuisce. Le due devianze sono
uguali solo nel caso &3 =0.

Per valutare il miglioramento che si consegue nel passare daila retta a
minimi quadrati al piano a minimi quadrati si pud sottrarre I’indice di
determinazione della retta /2, = r2 all’indice di determinazione del piano
1%, dato dalla (9.5). Si ha—

WT = M\E) 2
il 12 + ru - 2’]2’13’23 2

2 2
I —1i,= 1,2 RUR =
i
a (10.6
e Hrs = 2mnans i (l-rd) )
i l—r223
i, oo Kb ' 2
I LE 3"1?’23} 0.
l—l'i:, Ty !
R

Ladifferenza indica la frazione della varianza totale che viene spiegata nel
passare dalla retta al piano.

Un altro modo per valutare il miglioramento si ha operando opportuna-
mente sulle seguenti varianze residue

Varianza residua dalla retta = 6, {1 - I, } (10.7)



(10.2)

» + 003X

(10.3)

(10.4)
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(10.6)
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pportuna-

(10.7)

Varianza residua dal piano = oy {1- ey (10.8)

Si pud quindi porre

G“{l_!f’fz}—ﬁn{l-ll’jn}d

——— ___g\ll{l—llzz} -

MUQ\;IEZ/?*_[Ezl {!13—11:»_:*23}2 —

— 52 — — i
\ =i J{1-ifl 3}

La (10.9) indica la frazione della varianza residua dalla retta che viene
spiegata nel passare dalla retta al piano. -
e

Grado di miglioramento=

[1. Coefficienti di regressione grezzi e parziali

In questo paragrafo si esamineranno le relazioni fra il coefficiente angolare
della retta a minimi quadrati € quelli del piano interpolatore.

Per evitare confusione sembra opportuno indicare i parametri del piano e
delle rette come segue

X, =a+03Xs + 0433 X3 (11.1)
}2|=h+alz'xz (11.2)

Xl =+ 03 'X3.

1l parametro 0.2 3 del piano (1 1.1) indica la variazione di X , che si ha in
corrispondenza di un incremento unitario di X2 nell’ipotesi che X3 resti
costante. Per tale motivo 023 € detto coefficiente di regressione parziale o
nento. )

1l parametro o> della retta {11.2) indica la variazione di X, in corrispon-
denza di un incremento unitario di X» (al lordo delle variazioni di X3).

Significati analoghi hanno o322 € 0ly3.

Nelle scienze osservazionali quando si interpola con una retta X, in
funzione di X», solitamente al variare di X, varia anche X3 e quindi il valore
Ji X, varia non solo perché & variato X, ma anche perché & variato X. Per tale
motivo o2 & detto coefficiente di regressione grezzo ( totale). Ovviamente
uanto detto per 0,12 vale per Ou3.



Fra il valore dei coetficienti grezzi ed i valori di quelli parziali possono
esservi notevoli differenze come indica ’esempio che segue.

(  Esempio 1I.L.

Si riconsiderino i dati dell’Esempio 4.1. Si determinano ora i parametri
delle rette a minimi quadrati

Xy =a+anXa
X, =b+0o13Xs.
Com’2 noto, i parametri richiesti sono forniti dalle formule

Oly2 =—;; ad= '—X-I -(3(.12}?2;

Nello svolgimento dell’Esempio 5.1 le medie, le varianze e le covarianze,
necessarie per la determinazione dei parametri delle rette, sono gia state
calcolate. In particolare si & ricavato

¥, =87,2; X2=13,95 X3=885
o = 30,3475; o3 =33,8275; o= 0,71; oy = 68,03.

Si ha cosi

o = 0.71__ 0,023; a=872-0023-1395= 86,879,
30,3475

_ 68,03 _ 2.011; b=872-2011-885= 69,403.
33,8275

eIk}

Le equazioni delle due reite interpolanti risultano
X, = 86,879+0,023- X,

¥, =69.403+2,011- X5.

Vv
valori
I’equa;
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delle t
Mero |

tiva 2
ultirr




li possono

parametri

varianze,
gia state

79:

27

I valori dei coefficienti angolari delle due rette sono molto diversi dai
valori dei coefficienti di regressione parziali del piano. In particolare dal-
’equazione della prima retta

X, = 86,879 +0,023X,

sembrerebbe che la variabile X (superficie aziendale) non abbia alcuna
influenza sul reddito aziendale. Per spiegare perché cid sia potuto accadere
nonostante che ouz23 = 2,1384, si sono riportati nel prospetto che segue i dati
delle tre variabili X, (reddito aziendale), X» (superficie aziendale) e Xy (nu-
mero di bovini) ordinati secondo la superficie aziendale X-.

X | x| ox
6 18 96
7 17 102
8 6 61
8 15 80
9 12 80

10 9 90

I1 6 74
1 [2 88
11 16 113

12 1 59

12 15 108

[6 0 70

16 7 &6

16 12 ug

17 6 82

18 14 126

2 0 H3

L2 2 76

23 2 76

24 7 96

Dal prospetto si desume che all’aumentare di X> I'ultra variabile esplica-
tiva X3 lende a diminuire. In effetti il coefficiente di correlazione fra queste
ultime risulta

o2 -19,7075 19,7075

3
= - = =-0,615.
P Jon Jon 30,3475 -33.8275  5.509.5.816

Dopo questa precisazione sul comportamento simuitaneo (reale) delle due
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variabili esplicative si cerchera di spiegare |'apparenie anomalia sopra
evidenziata.

Aumentando la superficie X> e tenendo fisso il numero dei bovini X3 il
reddito aziendale X, dovrebbe aumentare. E quanto suggerisce il valore di
023 = 2,1384 ed & quanto effettivamente si verifica nella realtd come mostra
il prospetto che segue relativo alle aziende con almeno due valori uguali

di Xa.

O A ¢
6 8 61
6 Il 74
6 17 82
7 16 86
7 24 96
12 9 80
12 11 48
12 16 9§
15 B 80
15 12 108

[l prospetto mostra che tenendo fisso X3 ed aumentando Xz anche X,
aumenta.

Analogamente tenendo fissa la superficie X; e facendo aumentare il
numero di bovini X il reddito aziendale X, dovrebbe crescere. E, in effetti,
quanto suggerisce il valore di o132 =3,2569 ed & quanto effettivamente si
realizza nella realti come mostra il seguente prospetto relativo alle aziende
con almeno due valori uguali di Xa.

- | X% | X
I1 6 74
11 12 B8
11 16 113
12 1 59
12 15 108
16 L] 70
16 7 86
16 12 Y8
22 0 "3
22 2 76

Nel
andamu
di C2a
dovuta
allacor
che all
X, ter
bisogn
N din

Ete
e quell
Inf

Div

Dal

Ini

Le

3. - M. e



29
sopra Nel complesso delle 20 aziende perd, le due variabili esplicative hanno un
andamento contrapposto e, quindi, tenuto conto dei valori positivi di o33 €
Xyl di o123, anche il reddito X & influenzato da due forze contrapposte: la prima
e di dovuta ali’aumento di X che tende a far aumentare X, e la seconda dovuta
1ostra allacontemporanea diminuzione di X3 che tende a far diminuire X;. Consegue
guah che all’aumento di X si contrappone una quasi stazionarieta di X|; in effetti
X, tende a non variare essendo o,z = 0,023. Questo esempio mostra che
bisogna usare molta cautela nell’interpretazione dei coefficienti grezzi (tota-
1i} di regressione.
E tempo ora di ricavare le relazioni fra i coefficienti di regressione parziali
e quelli di regressione grezzi (totali).
In forza della (5.9) il coefficiente di regressione parziale risulta
033012 — 01303 |
023 = g (11.3)
G033 ~ 0k
Dividendo numeratore e denominatore della (11.3) per G2 - G33 si ha
- G O3 ©O3 © o
he X, - - - — Qg — gk -
c 0,63 0,63 © o]
. Vi a['_),f!: 22 1“3 2] 2 = ?... (114)
are il 1-r l-rd
ffetti, .
nte si Daila (11.4) si ricava
iende
2 il
02 =023 '{l =i} rars —. (11.5)
G2
In modo analogo si dimostra che
G,
Q3 —hy-hy-—
o
(1|3_2 = 2 ( l l.6)
[ -1
G,
Oy3 =a,3‘2{l—r223}+r|3r23 B (11.7)
O3

§

Le formule ora ricavate informano che se vi & incorrelazione fra le variabili

Il Zisiia: Metods statistic per U eoomnnea ¢ Civapresa.
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esplicative X e X3 allora o2 =023 € 043 =043z Negli altri casi fra i
coefficienti di regressione grezzi e quelli parziali vi possono essere differenze
rilevanti.

La formula (11.5) fa comprendere perché nell’Esempio 11.1 si sia riscon-
trata tanta diversitd fra o2 € ¢t;23. Le grandezze non ancora determinate in
precedenza e necessarie per ’applicazione della formula (11.5) sono

G =-7l—05.455,2 =272,76; ©1=1/272,76 =16,515;

63 =+/33,8275 =5,816; G2 =+/30,3475 =5,509;

68,03
"y =———=0,708.
16,515-5,816
Si ha ora
16,515
oz = 2,1384]1-(-0,615) |+ 0,708-(-0,615) ——— =
12 [1-( 2] ( ) 3.509

=2,1384-0,6218-1,3053 =1,330-1,3053 = 0,0244

valore praticamente coincidente con queilo ottenuto applicando la formula

gz
Gz =—
G22

La verifica numerica eseguita conferma che nell’esempio considerato il
valore di o1 risulta praticamente nullo in quanto la presenzadi o123 = 2,1384
¢ controbilanciata dalla presenza di un’elevata correlazione negativa fra le
variabili esplicative.

12. Coefficienti di correlazione parziali

Per coefficiente di correlazione parziale fra due variabili X, e X; si intende
il coefficiente di correlazione fra le stesse allorché si mantiene fissa la terza
variabile X3. Nelle scienze economiche non & quasi mai possibile tenere fissa
la terza variabile e quindi la correlazione ry; sconta |’effetto che le variazioni
di X3 hanno su X, e su X,. Tuttavia & possibile pervenire lo stesso ad una

valutaz;
dell’inf
grandez

D Si
Oa1. An:
Oipzec

Dailz

tenuto ¢

Scam

Si oss
€ possibi

La(12
la correla
queste ult

Dalla

I Alla




casi fra i
differenze

sia riscon-
‘rminate in
S0no

y la formula

msiderato il
123 = 2,1384
gativa fra le

X, si intende
fissa la terza
2 tenere fissa
le variazioni
tesso ad una

R e

31

valutazione del coefficiente di correlazione parziale fra X, e X, al netto
dell’influenza di X3, che sara indicata con ry23, impiegando opportunamente
grandezze gia incontrate nei precedenti paragrafi.

I‘)\fi sa che rip pud essere ricavato come media geometrica di 03 e
0. Analogamente r23 pud ottenersi calcolando la media geometrica fra -
Oli23 € 0213

Dalla (11.4) si sa che

g,
Oz = sl -
il
O3 = =
1=
or .
tenuto conto che o2 = n2 -— diventa
g2
Gy (N2 —n3rmm
Q23 =—{——5 - © (12.1)
02 1—)‘23
Scambiando le posizioni degli indici 1 e 2 si ha VX R
O |y —Inah P
Olayy = A —_ (12.2)
Gy I-r3

Si osservi che il segno di 023 € lo stesso di quello di o3 Ne segue che.
& possibile calcolare la media geometrica fra 0,23 € 023 € che essa risulta

Na — My’
Fias = 12 13723 (123)

\f{l—r._.%}-\/{l—-r,%}.

La (12.3) informa che se le variabili X, e X> sono incorrelate con X3 allora
la correlazione parziale ry23 & uguale a quella grezza ry;. Negli altri casi fra
queste ultime pud esservi notevole differenza.

Dalla (12.3) si ricava agevolmente che

2 =r,2_3{l—r§,}% -{1—1‘123 }% + ry3ra3. (12.4)

1) Alla formula (12.3) si puo pervenire anche considerando le variabili ' ! :
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residuo che si ottengono dopo aver interpolato a minimi quadrati la X,
rispetto a X3 e la X3 rispetto a X.

Siano X, =a+ap3X; e X, =b+0d2; - X3 le interpolanti rispetto alla
variabile Xs.

11 residuo di X, dopo aver eliminato I'influenza di X3 risulta

Y =Xi—(a+onXs)=Xi (X —o3 Xy +0aXa)
= (X - X1} -3 (X3 = X3).

Analogamente il residuo di X dopo aver eliminato I'influenza di X3 risulta

{12.5)

V=X2—(b+a23X3)=(X2—Yz)—dz](Xa—Yg). (12.6)

La correlazione parziale fra X e X, al netto di X1, non & aitro che la
correlazione fra le variabili residuo Y e V.

Essendo Y =0 e V =0 risulta Cov(Y,V)= -:Vz y:v; . Tenuto conto ora
della (12.5) e della (12.6) si ha

yi-vi = (% = X)) (e = ¥2) =023 - (¥ = X )i -X3)+
—o3 (X3 — T3 )(x2i — X2 )+ 0303 (X3 — X3 ).

Pertanto
Cov (Y, V) = G2 — Qa3 * Gj3 = Qg3 » G23 + O3 - O3 - O3 (12.7)

Ricordando infine che G;; = rij - G; - G; e che o; =ry B siha
i

o] (8]
Cov(Y,V) =n:0103 -3 —=-N30103 ~ N3 — 0203 +
(o X! a3
Ci G2 12.8
+N3—r3—033 =0(02{n2 —nars } ( )
a3 O3
La varianza di Y non & altro che la varianza residua dopo aver interpolato

X, in funzione di X;. Pertanto ricordando che

X Varianza residua
(l-nr3)=

Varianza di X
si ha

co

la
I




drati la X,
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(12.5)

1i X5 risulta
(12.6)

tro che la
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o (12D
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Var(Y)=Gn{l—r,"3}, (12.9)

Analogamente
Var (V)=on{l-r}}. (12.10)

In conclusione, risuita ancora

Cov(Y,V) N2 —N3-m3
23 = = . =
o(¥)-o(V) J1-r2 J1-13

Pud valer la pena, a questo punto, mostrare che ;23 non & altro che il
coetficiente angolare delia retta a minimi quadrati che interpola i residui Y
in funzione dei residui V. Tale coefficiente angolare risulta pari a

Ty
Oli2 = Nty - —
Cov(Y,V) _0i102{n2 —n3rs} _ J2

Var(V) O {l-r3} - 1-rf,

Si riottiene cosi la (11.4) che fornisce proprio oz,

( Esgﬂiﬁio 12.1. ;

Nel prospetto a pagina seguente si riporta la spesa settimanale totale X,,
la spesa settimanale per la carne X» e la spesa settimanale per il pesce X,
relative a N = 15 famiglie. Le spese sono espresse in sterline.

Si vogliono determinare:

— i coefficienti di correlazione grezzi ri, riz e m;

— il coefficiente di correlazione parziale rs3 ;

— i parametri del piano interpolatore

Xy =0+ 03X, +0;55 - Xs;

—I'indice di determinazione muitiplo /32,,.

Le medie aritmetiche dei tre caratteri risultano
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5| X | X X, | X% | &-X)

100 9 4,0 10499 | -499 24,9001
t00 10 3.5 101,78 y - 1,78 3,1684
100 11 3.0 98,56 | + 1,44 2,0736
120 10 4,1 119401 +0,60 0,3600
120 11 37 119,12 | +0,88 0,7744
120 12 33 11885 | + 115 1,3225
140 il 4,2 133,81 | +6,19 38,3161
140 12 4.0 13941 | +0.59 0,3481
140 13 38 14501 | -5,00 25,1001
160 12 4.5 154,10 | +590 34,8100
160 13 4,3 15970 1 +0,30 0,0900
160 14 4,1 165,30 | -5,30 28,0900
80 13 51 183,20 | -3,20 10,2400
180 14 4,6 17999 | +0,01 0,000
180 15 4,1 176,78 | +3,22 10,3684

-20,28
+20,28

2,100 | 180 60,3 | 2.100,00 179.9618

X, =140 sterline; X2 =12 sterline; X3 = 4,02 sterline.

Le devianze e le codevianze necessarie per la determinazione delle gran-
dezze richieste si ottengono con i consueti procedimenti

Dev (X3) = 40; Dev (X3) = 3,844; Dev X)) = 12.006;
Cod (X, Xa2) = 600; Cod (X), X3) = 168; Cod (X3, X3} = 4,8.
- L

[ coefficienti di correlazione grezzi risultano

na = i =+0,866;
J12.000+/40
ny = Ji =+{(),782;
12.000+/3,844
Iy = ol =+0),387.

J40+/3,844

[ valori dei primi due coefficienti di correlazione sono conformi alle attese.
[nfatti. all’aumentare della spesa totale tende ad aumentare sia la spesa per
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la camne, sia la spesa per il pesce. La correlazione positiva fra spesa per il
consumo di carne e spesa per il consumo di pesce sembra piuttosto sorpren-
dente perché trattandosi di beni “succedanei”, all’aumentare della spesa per
uno di essi dovrebbe diminuire queila per I'altro. E bene perd precisare che
quest’ultimo comportamento presuppone la costanza della spesa totale. In
effetti il valore ry; = + 0,387 sconta anche il fatto che X, variaed il suo valore
influenza positivamente sia Xa sia X3. Per valutare correttamente il vicende-
vole legame che vi & fra X, e X3 bisogna fare allora ricorso alla correlazione

parziale r2.1.
11 valore di ra3, risulta
Iy = Nalis 0,387 -0,866-0,782
1331 = Ji—rg 1-r3 ~ J1-0,8662 y/1-0,788? )
-0,2902 -0,2902 093,

" J0,25004 /0,388  0,50004-0,623

1i coefficiente di correlazione r23, informa che, al netto della influenza
della spesa totale X;, all’aumentare della spesa per la came X, tende a
diminuire quella per il pesce X3.

[ coefficienti di regressione parziali risuitano in forza delle (5.9) e (5.10)

033012 — 013023
Oyr3 = 7 (12.11)
012,033 — 033

022013 — 012023
<
022033 =013

Q32 = (12.12)

Si ha cost

40 600
on = 23 005627, Om === 2,667, O12 =—— =40,
15 15 15

4,8
Gi3 = @2 i1,2; on=—=032
15 15

Sostituendo i valori sopra calcolati nella (12.11) e nella (12.12) si ha
Op3=11475 e oy3:2= 29,376.

[l valore dell’intercetta & pari a
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o) = Yl —th.a)?z -0€|3.2Y3 =

=140-11,475-12-29,376-4,02 = -115,792.
L’equazione del piano interpolatore a minimi quadrati risulta cosi

Xt =-115,792 +11,475- X5 + 29,376 - X.

Il parametro ¢.2.3 = 11,475 informa che, tenendo fissa la spesa per il pesce,
la spesa totale settimanale aumenta di 11,475 sterline per ogni incremento
unitario di spesa per la came. Analogamente (t,3 » informache a parita di spesa
per la carne, la spesa totale settimanaie aumenta di 29,376 sterline per ogni
incremento di una sterlina nella spesa per il pesce. In questo caso il parametro
oy =~ 115,792 & privo di significato interpretativo reale,

Per ricavare I'indice di determinazione multiplo conviene calcolare in-
nanzi tutto i valori .¢,; e poi i residui x; — ;. Detti valori sono stati riportati
nella quarta e nella quinta colonna dell’ultimo prospetto. Neila sesta colon-
na sono riportati i quadrati dei residui da cui si ricava la devianza residua
Z(x1i —£1i)* =179,9618. Si ha allora

, Dev. Residua 179,9618
Iy =1- =|- =1-0,015=0,985,
Dev. totale 12.000

In altre parole il piano interpolatore spiega quasi tutta la variabilita di X,.

111} AIl’ espressione che fornisce il quadrato del coefficiente di correlazio-
ne parziale si puo pervenire anche considerando il grado di miglioramento,
inteso come riduzione relativa della varianza residua, che si ha nel passare
dalla retta al piano a minimi quadrati. In effetti la formula (10.9) coincide
con rj,.

Le espressioni che forniscono i quadrati dei tre coefficienti di correlazione
parziali sono

{":z—-"larzs}z _ Ity - I (12.13)
{t-id{1-2}  1-13
- {ns -"lzf'zs}z = iy =1y
i 1% {l—rﬁz}{l—rﬁ} 1-1%,

2l

fi23

(12.14)
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2 2
2 {”3-’123'13} 55 =13

il {l—’lz}{l"u} B 1-13,

(12.15)

(3 Esépip:falZé)

Sui dati dell’Esempio 12.1 si vuole calcolare 3, con la formula (12.15).
Per ricavare /2, conviene impiegare la formula

Cay3-Ta + 0oy 0'*3

I3 =
O
Si verifica immediatamente che
033021 — 02303 _ 91102 — 0,203
213 = T Qg = T
G033 =0y 01033~ 03

Sostituendo alle varianze e covarianze sopra indicate i corrispondenti
valori si ricavano

0213 = 0,08378; o131 = - 2,413,
e sostituendo questi valori nell’espressione di /2, si ottiene
135, =0,96714.

Per ricavare 1, = rj si pud applicare la formula

2 {Cod (X\,X2)}* 6002 0.5
2 Dev(X1) Dev(Xs) 1200040 7
In conclusione
) 0,96714-0,75
Iy = =0,8686.
1-0,75
il valore trovato, che coincide ( praticamente) con il quadrato diry,; =-0,932

ricavato in precedenza, indica che la varianza residua si riduce di circa 1'87% nel
passare dalla retta X » verso X al piano Xa verso X, e X;.
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13. Linearizzazione -

Come si & evidenziato nelle pagine precedenti il metodo dei minimi
quadrati & particolarmente semplice nel caso di interpolanti riconducibili a
funzioni del tipo (2.8), cioé a funzioni lineari nei parametri.

In taluni casi interessa perd impiegare modelili non lineari nei parametri.
In economia viene spesso impiegato il modello

Y=o X2X®  (a,>0,X, >0, X; >0) (13.1)

gia introdotto nei paragrafi precedenti.
Volendo applicare il principio dei minimi quadrati si tratta di minimizzare
la quantita
D(our,0t2,03) = X (vi; — o0 xf2 83 )? (13.2)

rispetto ai parametri o, o e 0.

)
Uguagliando a zero le derivate parziali %‘;— (j=1,2,3)si ottiene il se-
o

guente sistema nelle incognite o, o e o~
2 (v =0 gt ) st xg? =0
2o =Xl x5 ) o xs? i logey; =0 (13.3)
. " b IO o 4
L —onxy? x5t ) -0 xst vy logxs; =0.

Si tratta di un sistema non lineare che si pud risolvere iterativamente
mediante il “calcoio numerico”. Il seguente artificio permette di trovare
un’interpolante assai prossima a quella a minimi quadrati.

Si considerino i logaritmi di entrambi i membri del modello (13.1)

log X = loga +a2 log Xz + 03 log X3,
Ponendo: Iog)?, =¥, log X2=Y5, logX3=V, log oy =pi, o =pa,
o3 = p3, la relazione precedente diventa
Vi = pi+ pota + o, (13.4)
Per determinare i parametri p,, p» e p; bisogna minimizzare la quantita
Glpi, p2. p3) = Z (y1i = p1 = p2 yai = pa yai)? (13.5)

essendo vy; = log vy;, ¥ = log xy; e yi = log X,

e
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Si tratta allora di ricavare i parametri del piano interpolatore relativo alle
nuove variabili ¥,, Yz e Y. [n forza delle formule (5.9), (5.10)e (5.1 1) i valori
dei parametri che minimizzano la (13.5) sono

- —-0i30

p2=0330|2 |3’23 (13.6)
G2033 —Cxny

S 02013 —0120

p3 = 22013 121 23 (13.7)
022031 —0x

p1=Y1-p2¥2 - P3y3; (13.8)

essendo

o33 = Var (Y3) = Var (log Xs);

G = Var (Y2) = Var (log X2);

012 = Cov (Y}, Y2) = Cov (log X), log X2),
o3 = Cov (Y}, Y3) = Cov (log X\, log Xa);
023 = Cov (Y2, Ya) = Cov (log X3, log X3);
1 = My(Yy) = My (log Xi);

V2 = M\(Y2) = M (log Xz2);

yi = M (Y3) = M(log X3).

Prima di passare ad un esempio numerico si lenga presenie che i valori dei
parametri py, p2, p3 S0no tali da minimizzare la (13.5) e non la (13.2),
conseguentemente le proprieta dei residui riguardano le variabili ¥y, Y2e Vs
e non le variabili originarie X1, X5 e X3. In particolare risulta

2 (logx); ~log %y} =0
T (logx,; —log¥;)logxy; =0 (13.9)
Y (log.x,; —logt;)logxy =0.

Dai valori dei parametri py, pa, p3 si passa ai valori dei parametri richiesti

o, O, o3 con le relazioni

a| :e,l’ll’ aa!:ph a.'!l:p';-
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(: Es_empl‘_d-:l_&f.-l_.'.' ;

Nel prospetto che segue & riportato il prodotto interno lordo delle industrie
manifatturiere X, la quantita di lavoro X5 e la quantita di capitale X5. I dati
riguardano I’economia italiana nel periodo 1951-62. Le variabili X e X3 sono
espresse in miliardi di lire ai prezzi del 1954. La variabile X, & espressa in
termini di giornate-operaio. T .

Amno| X, X Xs | logXx; | (ogx)?| logX; | (log Xy’

1951 | 2.802 | 5.651,1 | 11.368 | 344747 | 11,88504 { 3,75213 | 14,07850
1952 | 2.872 | 5.709,6 | 11.8B53 | 345818 11,95904 | 3,75661 | 14,11209
1953 | 3.153 | 5.834.,0 | 12.304 | 3,49872| 12,24107 | 3,76597 | 14,18250
1954 | 3.503 | 6.066,8 | 12.791 | 354444 | 12,56306 | 3,78296 | 14,31078
1955 | 3.818 | 6.188,1 | 13.306 | 358184 12,82955 | 3,79156 | 14,37591
1956 | 4.068 | 6.365.,6 | 13.904 | 360938} 13,02763 | 3,80384 | 14,46919
1957 | 4.344 | 6.454,2 | 14.539 | 3,63789 | 13,23424 | 3,80984 | 14,51490
1958 | 4.508 | 6.327.6 | 15.103 | 3,65398 | 13,35160 | 3,80124 | 14,44942
1959 | 5.041 | 6.4449 | 15746 | 3,70252| 13,70863 | 3,80922 | 14,51013
1960 | 5.755 | 6.902,4 | 16.682 | 3,76005} 14,13794 | 3,83900 | 14,73792
1961 | 6301 | 7.347,3 | 17.902 | 3,79941) 1443551 | 3.866i3 | 14,94694
1962 | 6.855 | 7.582.4 | 19.289 | 3,83601| 14,71495 | 3,87981 | 1505290

Totale | 53.020 s —— |43,52989 | 158,08826 | 45,65831 |173,74118

Secondo gli economisti Cobb e Douglas la produzione X, & legata alla
quantitd di lavoro X; ed al capitale X3 secondo il modello (detto appunto di
Cobb-Douglas)

X =o X2 X508

Si determinano, relativamente ai dati del prospetto, i valori dei parametri
X, 02 € .
Occorre innanzi tutto linearizzare il modello passando alle variabili loga-
ritmo )
log X| = py + py log X + p3 log X;.

Quindi bisogna ricavare
Ylogx Xlogay Zlogxy X (logxy)i X (log.xa)*
Y log .y -log xa X log vy - log xai X log xy- log xa.

ed:

Am

192
19¢
19:
195
192
195
195
195
195
196
196
196

Tota
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Tali sommatorie sono state determinate in parte nel prospetto precedente
ed in parte in quello che segue.

o

industrie
. I dati Anno| log X5 | (logXa)® |log X, -log X»|log X, -log Xs|log X -log X5| X1 | Xi=X,
» X3 50n0
oressa in 1951 | 4.05568| 1644857 | 1293536 13,98184 15,21747 2800 +2
1952 | 4,07383( 16,59608 | 1299104 14,08805 15,30377 3.000 | —128
1953 | 4,00005( 16,72848 |  13,17608 14,30994 15.40298 3207 | -54
1954 | 4,10690| 1686666 |  13,40847 14,55668 15,53625 3465 | +38
3 1955 | 4,12405| 17,00777 |  13,58074 14,77166 1563656 | 3.714] +104
) 1956 | 4,i4314 17,16561 13,72951 14,95417 1575984 | 4.024 [ +44
- 1957 | 4.16253| 17,32669 |  13,85979 15,14284 1585860 | 4336 +8
850 1958 | 4,17906| 17,46457|  13,88967 15,27023 1588562 | 4556 —48
209 1959 | 4,19717| 17.61624 |  14,10369 1554009 1598793 | 4.897 | +144
250 1960 | 4,22225| 17.82738 | 1443481 15,87584 16,20921 5.518 | +237
078 1961 | 4,25290( 1808717 |  14.68900 16,15851 1644226 | 6325 -24
591 1962 | 4,28531( 18,36388 |  14,88297 16,43848 1662617 | 7.193| -338
919 +577
490 Totale {49,89287 | 207,49910 |  165.68113 181,08833 189.86666 [ 53.035 | _5os
942
013
1792 Le medie ¥1, ¥2 e ¥3 dei logaritmi delle variabili risultano
1694
1290 1 1
—_— Vi =—43,52989 =3,62749; v, =—45,65831=13,80486;
HIS 12 12
_ l
'gata alla V3= -1—549,89287 =4.15774.
spunto di
Le varianze dei logaritmi delle variabili esplicative sono
1
. 613 = Var (log X3) = —-207,49910 - 4,15774* = 0,004797;
parametri 12
hili i
ibili loga- oz = Var (log X2) = - 173,74118 — 3,804862 = 0,001478.

Le covartanze fra i logaritmi delle variabili risultano

P

; 012 =Cov(logX,,logX2) =Tl-é-~ 165,68113-3,62749-3,80486 = 0,0046691;
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013 =Cov(logXy,logX3)= é 181,08833-3,62749-4,15774 = 0,0085334

023 =Cov(logX2,logX3)= T[E 189,86666 —3,80486-4,15774 = 0,00261.

I parametri p> e p; risultano

0,004797 - 0,0046691 - 0,0085334-0,0026 1
0,001478-0,004797 — 0,002612

=0,4516518

w?)

2

0,001478-0,0085334 - 0,0046691 - 0,00261
0,001478-0,004797 - 0,002612

=1,533164.

3

3

Infine, per il parametro p, si ha
P =3,62749-0,4516518-3,80486 - 1,533164 - 4,15774 = —4,46547.
oy = 10 - 446397 = (0,00003424.

L’equazione del modello Cobb-Dougias risulta

X, =0,00003424 . x 2451618 . 1553164

- Esempio 13-@

Si vogliano ora interpretare i parametri del modello Cobb-Dougias ricavati
nell’Esempio 13.1 e valutare il prodotto interno lordo delle industrie mani-
fatturiere X, fornito dal modello Cobb-Douglas, nonché gli scarti X, - X I

I parametro &2 = 0,452 indica I'elasticita parziale del prodotto interno
lordo X, rispetto alla quantita di lavoro. In altre parole, nel periodo conside-
rato le industrie manifatturiere italiane hanno fatto registrare un aumento
dello 0,452% del prodotto interno lordo per un aumento dell’1% della
quantita di lavoro, fermo restando il capitale Xs. e

[n modo analogo si interpreta il parametro &3: tenendo fissa la quantita
di lavoro, ad un aumento dell’1% del capitale & corrisposto un aumento
dell’1,5% del prodotto interno lordo.

Il parametro & = 0,00003424 non ha un particolare significato essendo
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€Conomis

[ valor

SONO ripo;

Si osse
effetto de,
procedura
del sistemn
25’ i e

Gli sca
I’Esempio

 Esempi
N3
Si ripre
del modell
Si puo
L’analisi n
Si posst

Pertantc

11 valore

da cui



),0085334

0,00261.

3518

,46547.

as ricavati
trie mani-
I Xl C X| .
to interno
y conside-

aumento
1% della
1 quantitd

aumento

> essendo

43

un parametro di scala (di dimensionamento, secondo il linguaggio degli
economisti).
I valori di X, forniti dalla equazione

X, =0,00003424 X 94516 71,5331

sono riportati nell’ultimo prospetto dell’Esempio 13.1.

Si osservi che 3. x;= 53020 risulta diversa da ¥ %,; =53035 non per
effetto degli arrotondamenti effettuati nei calcoli, quanto per il fatto che ia
procedura impiegata garantisce che ¥ 3, = Y y,; (si veda la prima equazione
del sistema (13.9)). Tuttavia, non si pud non rilevare che la discrepanza fra
Yy ey risuita del tutto trascurabile.

Gli scarti X, - X, sono anch’essi riportati nel secondo prospetto del-
I’Esempio 13.1. La loro somma risuita pari a - 15,

( Esempio 13.3)

Si riprendano gli Esempi 13.1 e 13.2 per valutare [a bonta di adattamento
del modello Cobb-Douglas.

Si pud considerare innanzi tutto la successione del segno degli scarti.
L’analisi non indica nessuna “tendenziosita”.

Si possono poi valutare gli indici A; e A{. Il numeratore di A, risulta

Y | x = 2| =577 +592 = 1.169.

Pertanto

A =—l—l.169=97,42.
12
[l valore medio aritmetico X, risulta

X = 1—1553.020 =44183

da cui

,

4.418,3
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8. Coefficiente di correlazione multiplo

Per coefficiente di correlazione multiplo si intende il coefficiente di
correlazione lineare fra le variabili Xie X, =0, +0,X, +o..+0 X, ]

coefficiente di correlazione multiplo si indica con R\ 53 ; ed & per definizione
dato da

Cov(X,,X1)

Rinx= =
e o) &0

Si dimostra facilmente, seguendo la stessa procedura vista nel Capitolo I,
che

COV(X|,X|)=(12012 +.o OO = Var()?;)=

= Varianza spiegata dall’iperpiano. 8.2)
Pertanto
Var (X X
Rizs.p =—2( IZ = SX) 2 0. (8.3)
o(X1)-6(X1) o(Xp)

E immediato verificare che anche nel caso generale £ > 3 vale I'uguaglianza

R2 _ {Var(X. )}_ _ Var(X)) _ Varianza spiegata
123.,

(r2

T Var(Xoy-Var(&)) Var(X,) ~ Varianza totale %"

9. Analisi grafiche sui residui

Utili informazioni sull’adeguatezza dell’interpolante

.€| =0 +0!.-_.X3 +...+CC.(-X.{-

a descrivere la v

residui X! == X[ 5

Scopo di queste analisi non & quelio di valutare i’ordine di grandezza dei

residui o di valutare la parte di variabiliti di X\ spiegata dal modello, bensi
yuello di scoprire se i residui presentano o meno “tendenziosity”,

artabile X, si possono avere esaminando alcuni grafici dei
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In altre parole gli scarti (X, - X,) rappresentano il 2,2% dell’ordine di

grandezza di X\.
In questo tipo di analisi pud essere utile valutare anche gli scarti relativi

Xy — Xy

Pi=—

Xy

[ valori p; sono riportati nel prospetto che segue.

Anno| 1951 | 1952 | 1953 | 1954 | 1955 | 1956 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962

P F+0001]-0043|-0017 +0014]+0028|+0011|+0002{-0011 +0,029)+0,043( - 0004 | - 0047

La successione degli scarti relativi indica che il valore assoluto degli stessi
non tende ad aumentare all’aumentare di X|.

In conclusione, nel periodo considerato, si pud ritenere il modello Cobb-
Douglas idoneo a descrivere il prodotto interno lordo delle industrie
manifatturiere in funzione della quantitd di capitale e della quantita di

lavoro.

Esempio 13.4. )

Si consideri la superficie generata dal modello Cobb-Douglas (13.1)
XA| =0t|X§2X;13 a

Si valuti il valore di )21 per X2 = My(X2) (media geometrica di X3) €

X3 = My(X3) (media geometrica di X3).
Lo svolgimento del’esempio viene lasciato al lettore, col suggerimento di

considerare i logaritmi della (13.1).

14. L’ indipendenza in media ed il piano a minimi quadrati nel
caso di una tabella a triplice entrata

Nel caso in cui il numero delle osservazioni N sia molio elevato i dati della
rilevazione statistica si possono presentare in una tabella a triplice entrata. A
tal proposito, si supponga per semplicita che

X
X
X
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Un primo grafico si puo ottenere ponendo in ascissa la variabile X, edin
ordinata i residui X, — X,. Nel valutare questo grafico si tenga comunque
sempre presente che la media dei residui & nulla e che gli scarti sono
incorrelati con la variabije X 1.

Ecco ora due situazioni: nella prima gli scarti sembrano mostrare una certa
“tendenziositd” (Figura 9.1), nell’altra invece sembrano mostrare una assen-
za di tendenziosita (Figura 9.2).

Figura 9.1. — Residui con tendenziosita

-~

4 x-x

0 'L‘( /\/\ /\f\ [

| Esempio 9.1. )

Si riconsiderano ora i dati dell’Esempio 7.1 ¢ mediante il gralico
{.i',,»,(_t,,- - §,;)} verra valutato se i residui presentino “tendenzosita™.

Ordinando le coppie {.i-,,- J(xy; = ;) } secondo il valore di Yy siottengono
il prospetto che segue e la successiva Figura 9.3.
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4Q| X|—A§'| Anni II pl:OSI:
fra residui

4157 | -087 | 1932
4898 | +072 | 1920
4905 | =015 | 1930
4930 | -0.60 | 1928
5080 | -220 | 1931
5160 | 0,10 | 1933 Anche

5212 [ +0,78 | 1935 ST

5357 | +133 | 1940 pitolo I
5368 | +152 | 1937 sentino ter
54,11 | +0,59 | 1939 11 grafic
5526 | +0,64 | 1934 totale X, e
5570 | 130 | 1938 €550 10N

5695 | -245 | 1927
5703 { +247 | 1924
5791 [ +0,19 | 1936 Figura 9.4,
58,37 | +1,23 | 1923
5841 | +069 | 1922
5994 | -044 | 1925
61,17 [ -087 | 1926
62,08 | - 1,18 | 1941

Figura 9.3. — Residui x| — X rispetto a X
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11 prospetto e la Figura 9.3 sembrano indicare che non vi sia tendenziosita
fra residui e valori interpolati.

Esempio 9.2. )

Anche in questo caso vengono riconsiderati i dati dell’Esempio 12.1 del
Capitolo I e mediante il grafico {£;,(x;; — %)} si valutera se i residui pre-
sentino tendenziosita.

11 grafico che segue (Figura 9. 4) riporta in ascissa la spesa settimanale
totale X , ed in ordinata i residui fra spesa totale effettiva X, e spesa totale X "
esso non sembra mostrare particolare tendenziosita nei residui.

Figura 9.4. — Residui (x1 = ) rispetto a %

L X, _*‘:1
+4
Y A
0
2 \
—4 -
X,
e r I I >
100 150 200

Nei casi in cui i dati facciano riferimento a rilevazioni temporali, puo
essere utile 1'analisi di un secondo grafico in cui i residui vengano contrap-
posti alla variabile tempo.

Esempio 9.3. )

Riconsiderando i dati dell’Esempio 9.1, mediante il grafico {t,(xi =Xi)},
si valuterd ora se i residui presentino tendenziosita rispetto alla variabile
tempo.
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Ordinando gli scarti X, — X, secondo la variabile tempo ¢ si ha il prospetto
che segue.

! X[— X|
1922 | +0,69
1923 | +1,23
1924 | +2,47
1925 | =044
1926 | - 0,87
1927 | =245
928 | - 0,60
1929 | +0,72
1930 | =0,15
1931 -2,20
1932 | - 0,87
1933 -0,10
1934 | +0,60
1935 | +0.78
936 | +0,19
1937 | +1,52
1938 | = 1,30
1939 | +0,59
1940 | + 1,33
1941 - 1,18

La Figura 9.5 sembra indicare un andamento “‘ciclico” dei residui rispetto
al tempo; ovvero, i residui sembrano succedersi, rispetto al tempo, secondo
qualche “regola”.

Figura 9.5. — Residui ( x\ - X\) rispetto al tempo t
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Per meglio valutare I’ importanza di quest’ultimo aspetto pud essere utile
riportare in ordinata sia i consumi reali di carne bovina X, che quelli forniti
dal modello X,.

Figura 9.6. - Consum: reali Xy (—) di carne bovina e consumi teorict X (==} forniti
dal modelto X\ = 90,8122 - 1 85 X, + 0,0832 X; - 04151 X,

60 -

50 4

4 -

30 4

ta ‘L,

b | 1 1 ]

1925 1930 1935 1940

La Figura 9.6 pur evidenziando qualche sistematicita nei residui, specie
nei primi anni del periodo osservazionale, conferma la limitata entita dei
residui rispetto all’ordine di grandezza del fenomeno e quindi suggerisce,
contrariamente a quanto poteva sembrare dal precedente grafico, che il
modello ottenuto con la regressione muitipla & adeguato a rappresentare i
consumi di carne bovina che si sono avuti negli Stati Uniti nel periodo
considerato.

10. Ricerca di dati anomali

Dopo aver determinato i parametri dell’ lperplano si calcolano gli indici
che misurano la bonta dell’adattamento e spesso si effettuano anche analisi
grafiche sui residui. Da queste analisi pud accadere di individuare quaiche
dato che sembra particolarmente lontano dal modelio. Sorge il problema di
valutare se si tratta di dati “anomali” o meno.
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AR _ Dato anomalo
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Per dato “anomalo” si intende un dato che nel grafico & rappresentato da
un punto con uno scarto x;; —t1; molto elevato. Se un dato & riconosciuto
come “anomalo” viene rimosso e sui dati rimanenti si rideterminano i
parametri del modello.

In questo paragrafo si fa solo un cenno alla problematica della ricerca di
dati anomali rimandando a testi specializzati I’approfondimento della
metodologia specifica.

Un modo elementare per valutare se un dato & anomalo & quello di
confrontare il suo residuo (x;; —t1;) con A,, oppure di confrontare il residuo

-~

v =R : . " .
relativo ——— con A3. Ovviamente un dato & tanto pii sospettato di essere

X
}/Ai &

X=X X =X

anomalo quanto pit A
2

~

Xii

& elevato, o quanto piu {

elevato.

[ Esempio 10.1. )

Riconsiderando I'Esempio 8.1 del Capitolo  si verificheri se sono presenti

dati anomali.
Dai dati dell’Esempio 8.1 si ricava innanzitutto il valore dell’indice

1
Ay = {l992.44}‘ =7,044.
20

Quindi si considera lo scarto assoluto massimo che risulta
max | = &= 14,6 ¢ lo si confronta con Ay. i ha
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