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7. IL PUNTEGGIO OTTIMALE

1. ESPLORAZIONE DEI DATI
1.1. Introduzione
La statistica è una disciplina che ha come fine lo studio quantitativo e qualitativo di un particolare fenomeno in condizioni di incertezza o non determinismo, ovvero di non completa conoscenza di esso o parte di esso. Essa si avvale del metodo scientifico e della matematica; si occupa di studiare i modi in cui un fenomeno collettivo può essere sintetizzato e compreso, attraverso la raccolta e l'analisi delle informazioni relative al fenomeno in esame. Il termine “statistica” deriva da statista (uomo di stato) e originariamente serviva per indicare le misurazioni effettuate per la buona gestione dello Stato. Oggi il termine indica la scienza della statistica, i valori che risultano dall’applicazione di alcuni algoritmi di calcolo (che producono gli indici statistici) e i metodi e le tecniche per calcolarli (ovvero l’analisi dei dati). La statistica si può suddividere in due tipologie principali:
· descrittiva → riassume e descrive tramite numeri le caratteristiche principali di un insieme di misurazioni (ovvero le variabili), che rappresentano le informazioni (ovvero i dati) raccolte sulla realtà;
· inferenziale → permette di stimare la sicurezza con cui alcune statistiche calcolate su un piccolo insieme (campione) possono essere generalizzate alla popolazione di riferimento.

In statistica si fa una distinzione tra la popolazione, ovvero l'insieme di tutti i soggetti/oggetti che si vorrebbe studiare, e il campione, ovvero l'insieme di tutti i soggetti/oggetti (estratto dalla popolazione) su cui si raccolgono i dati. Un indice statistico è una quantità numerica che rappresenta una qualche caratteristica del campione; un parametro è invece il valore corrispondente nella popolazione. Di solito il valore della popolazione nel parametro è sconosciuto dato che la popolazione è spesso troppo ampia per essere misurata nella sua interezza (bisognerebbe avere a disposizione enormi risorse di tempo e denaro per studiare tutti i soggetti/oggetti di un insieme molto grande, anche se finito). Per questo motivo, per acquisire informazioni su una popolazione di interesse si prende un campione estratto casualmente da quella popolazione, si raccolgono i dati dal campione e si conducono le analisi su di esso; i parametri vengono quindi stimati a partire dagli indici statistici ottenuti nel campione attraverso delle tecniche di statistica inferenziale. Se il campione è stato selezionato correttamente, gli indici statistici permetteranno buone stime dei parametri della popolazione da cui il campione è stato tratto. Tuttavia, la statistica non è sufficiente per gli psicologi, che devono occuparsi anche di misurare le variabili psicologiche, e questa difficoltà ha provocato la nascita della psicometria, che è un’applicazione della statistica alla misurazione in psicologia e ha prodotto dei concetti che sono propri sono agli psicologi, primi fra tutti i test mentali, basati sulla misurazione di  costrutti.
1.1.1. Costrutti e variabili
Un costrutto è un concetto teorico che viene associato a qualche elemento della realtà per un particolare motivo; costrutti psicologici possono essere, per esempio, l'ansia e la socievolezza. Una variabile è una visione particolare, una parte, un aspetto di un costrutto; per esempio, la variabile persone frequentate è un aspetto del costrutto socievolezza. Il nome “variabile” sta a indicare che rappresenta qualcosa che può assumere valori diversi. Al contrario, una costante è qualcosa che non cambia mai all’interno di un costrutto (per esempio, la velocità della luce o la massa dell’elettrone). 

Essendo teorico, il costrutto non può mai essere misurato direttamente. Per misurare un costrutto si utilizzano delle variabili che riteniamo possano essere associate a quel costrutto o almeno ad alcuni suoi aspetti; la possibilità di misurare un costrutto tramite le variabili associate a certi aspetti del costrutto è oggetto della teoria della misurazione. A seconda del modo in cui vengono utilizzate nel disegno di ricerca, le variabili possono essere di diverso tipo:

· una variabile dipendente è la variabile che si vuole studiare, quella su cui si vuole raccogliere informazioni; la variabile dipendente viene lasciata “libera” di variare e si studiano le sue variazioni in base ai singoli valori della variabile indipendente;

· una variabile indipendente (o sperimentale) è una variabile che lo sperimentatore tiene sotto controllo e che usa per vedere come varia la variabile dipendente (quella che si vuole studiare) al cambiare dei suoi valori;

· una variabile quasi-sperimentale è una variabile che lo sperimentatore tratta come una variabile indipendente anche se non può manipolarla per impossibilità legate alla natura della variabile (per esempio, non si può variare l'età dei soggetti o il loro sesso biologico); in questo caso, non potendo variare direttamente la variabile il ricercatore potrebbe affidarsi al campionamento e scegliere, per esempio, soggetti di diverse fasce d’età per studiare come questo possa influenzare la variabile dipendente. In psicologia molti esperimenti tengono conto di variabili di questo tipo. 

1.1.2. Livelli di misura
Le misurazioni della statistica utilizzano delle scale di misura applicate alle variabili; i diversi modi di misurare si chiamano livelli di misura. I livelli di misura possono essere classificati con diverse modalità:

· Variabili qualitative – Variabili quantitative

Un livello di misura 
è qualitativo quando tiene conto solo e soltanto di una qualità qualsiasi di ciò che si sta misurando; le scale qualitative vengono anche chiamate categoriali perché in esse i valori numerici non sono realmente numeri ma rappresentano delle categorie. Un livello di misura è quantitativo quando è possibile usare i numeri per indicare i diversi livelli di ciò che si sta misurando e il numero esprime “effettivamente” un’unità di misura; le scale quantitative utilizzano punteggi.

· Variabili discrete – Variabili continue 


Un livello di misura 
è continuo quando quando fra una qualunque misurazione e l’altra sono possibili infinite misurazioni; in questi casi il valore che viene misurato è sempre un’approssimazione del valore reale e la bontà di tale approssimazione dipende dalla sensibilità dello strumento di misura. Un livello di misura è discreto quando i valore utilizzati sono completamente separati gli uni dagli altri e non vi sono valori intermedi. Le variabili qualitative sono sempre discrete, mentre quelle quantitative sono discrete se non è possibile effettuare una misurazione intermedia fra due valori contigui (per esempio, numero di persone che entrano in un negozio). Dobbiamo ricordare anche che le variabili continue si misurano, mentre le variabili discrete si contano.
· Variabili nominali – Variabili ordinali – Variabili intervallo/rapporto 

È il sistema di classificazione più usato ed è stato proposto da Stevens (1954). Una misura è a rapporto quando i valori assunti dalla variabile possono essere espressi tramite numeri che fanno riferimento ad una specifica unità di misura (per esempio, gli anni di studio o l'altezza in centimetri). Di seguito sono approfondite nel dettaglio le principali caratteristiche di quest’ultimo sistema di classificazione.
Scala nominale (N)
Un livello di misura è nominale quando è soltanto possibile dare un nome (o etichetta) alle categorie di ciò che si sta misurando (per esempio, il colore dei capelli). Per questo genere di scale vale solo la relazione di uguaglianza o di equivalenza: due elementi possono appartenere alla stessa categoria oppure a due categorie diverse. Non possono essere eseguite operazioni aritmetiche (addizione/sottrazione, moltiplicazione/divisione), né possono essere definite delle gerarchie: tutte le risposte sono allo stesso livello. Le uniche operazioni che possono essere fatte sono il calcolo delle frequenze, delle proporzioni e delle percentuali. Per definire i valori è possibile usare qualsiasi tipo di etichetta (simboli, testo o numeri); se si usano i numeri, bisogna tenere conto che non si tratta realmente di numeri, ma solo di etichette (quindi di testo). Esempi di scala nominale possono essere il genere, la professione, la credenza politica o religiosa. Le variabili nominali che possono assumere solo due valori (maschio/femmina, vero/falso) si dicono dicotomiche; possono essere associate a simboli, testo o numeri. 
Scala ordinale (O) o scala a ranghi

Un livello di misura è ordinale quando è possibile ordinare i diversi livelli di categorie in un modo qualunque (per esempio, il titolo di studio). In questo tipo di scala, oltre alla relazione di uguaglianza, vale anche la relazione d’ordine: i valori possono essere ordinati secondo una direzione, così che si può dire quale tra due elementi è maggiore o minore. Uno dei due elementi possiede una certa caratteristica in misura maggiore dell’altro, ma non si sa dire di quanto. Tra le operazioni possibili, oltre a quelle individuate per le scale nominali, c’è anche l’attribuzione di un ordinamento, ovvero la formazione di ranghi. Per questo tipo di scala si possono usare etichette che permettano di esprimere la relazione d’ordine (a/b/c/... o numeri). Esempi di variabili ordinali sono lo status economico e il livello di studio.
Scala a intervalli 
Nelle scale a intervalli si possono confrontare gli intervalli fra diversi punti o misurazioni.  L'intervallo tra ciascuno dei punteggi è sempre costante: la distanza che c’è tra il punto A e il punto B è uguale alla distanza tra altri due punti C e D; il punto di origine è relativo, ovvero esiste uno zero arbitrario, fissato convenzionalmente. Tra le operazioni che possono essere condotte su questo tipo di scale troviamo quelle permesse nelle scale precedenti, più addizione e sottrazione; non è consentito invece fare moltiplicazioni e divisioni proprio per il fatto che lo zero è convenzionale e quindi i rapporti non vengono conservati. Per esempio, la temperatura (in gradi Celsius) è misurata su una scala a intervalli perché l'intervallo tra due gradi è sempre costante e lo zero non è assoluto; si possono infatti osservare temperature negative, al di sotto dello zero. È possibile dire che la temperatura di oggi è due gradi più alta di quella di ieri (addizione), ma non che è il doppio di ieri perché, se passassimo a misurarla coi gradi Kelvin, il rapporto (temperatura di oggi per 2 rispetto a ieri) non sarebbe conservato. Per questo tipo di scala si possono usare solo i numeri ma con delle restrizioni.  La trasformazione in altre unità di misura segue l’equazione della retta: y = mx + a, dove “m” è la costante moltiplicativa (indica la pendenza della retta) e “a” la costante additiva (indica il punto di origine della retta).
Scala a rapporti (R)
Per questo tipo di scale valgono le caratteristiche delle scale precedenti (uguaglianza, disuguaglianza, relazione d'ordine, intervallo unitario, addizione e sottrazione) ma, a differenza delle scale a intervalli, il punto di origine è assoluto; lo zero indica perciò l’assenza della caratteristica misurate. Le scale a rapporti possono subire trasformazioni algebriche come logaritmi, elevamento a potenza, radice quadrata, eccetera, e permettono anche le operazioni aritmetiche di moltiplicazione e divisione; dal momento che lo zero è assoluto, si può passare a un’altra scala a rapporti con una diversa unità di misura mantenendo il rapporto tra due punti costante. L'età è un esempio di variabile misurata su una scala a rapporti: l’intervallo tra un anno e l’altro è costante, ed è impossibile avere meno di 0 anni; inoltre, si può dire che una persona ha il doppio degli anni di un’altra e questo rapporto rimarrebbe uguale anche se si decidesse di misurare l’età in giorni o mesi di vita. La trasformazione in altre unità di misura è del tipo: y = mx (dal momento che la “a”, ovvero il punto di origine, è zero).

In generale, ogni unità statistica (nel nostro caso, ogni soggetto) può avere un solo valore per ogni caratteristica misurata: un soggetto non può appartenere contemporaneamente a due categorie diverse. Inoltre, ogni livello di misurazione superiore include le caratteristiche di quelli inferiori: la scala nominale fornisce il minimo di informazione, la scala a rapporto il massimo. È possibile abbassare il livello di una misurazione, perdendo informazioni, mentre non è possibile alzare il livello di una misurazione, perché non si può aggiungere un’informazione che non è stata raccolta in precedenza; tuttavia, se l’informazione aggiuntiva è compresa nella scala che si sta considerando, allora si può anche alzare il livello di misurazione.
	Relazione
	Scala di misura

	
	Nominali
	Ordinali

	A intervalli
	A rapporti

	Equivalenza
	=, ≠
	=, ≠
	=, ≠
	=, ≠


	Ordine
	
	<, >
	<, >
	<, >

	Addizione e sottrazione
	
	
	+, -
	+, -

	Moltiplicazione e divisione
	
	
	
	*, /


1.2. Distribuzione dei dati
Attraverso l'uso della statistica descrittiva è possibile riassumere e descrivere grandi quantità di dati in modo sintetico. Tra le tecniche che possono essere usate per questo scopo si trovano:

· le distribuzioni di frequenza  e i grafici → procedure per descrivere tutti (o quasi tutti i dati) in un modo conveniente;
· gli indici di tendenza centrale → quantità numeriche che indicano dove si colloca la maggior parte delle distribuzione di punteggi;
· gli indici di variabilità → quantità numeriche che descrivono quanto la distribuzione è sparpagliata intorno all'indice di tendenza centrale. 

Altre procedure utili in statistica descrittiva sono la trasformazione dei punteggi, la ricodifica delle variabili, la creazione di nuove scale. A volte può essere utile trasformare i punteggi di una variabile allo scopo di capire più rapidamente come si collocano gli uni rispetto agli altri; ricodificare una variabile può servire quando si vuole modificare il modo in cui i punteggi sono codificati (per esempio allo scopo di raggruppare categorie con poca frequenza o evidenziare la relazione tra alcune risposte). Attraverso il riferimento alla curva normale o gaussiana si può individuare la probabilità di ottenere casualmente un punteggio più alto o più basso di quello considerato. Inoltre il confronto con la curva normale permette di stabilire quanto la distribuzione considerata si avvicina a essa (attraverso alcuni indici statistici come asimmetria e curtosi della distribuzione, ma anche con alcuni test inferenziali).
1.2.1. Distribuzioni di frequenza 
Uno dei modi per rendere un insieme di dati più comprensibile è quello di riportare tutti i punteggi ottenuti dai soggetti in ordine di grandezza, assieme alla frequenza con la quale ciascun punteggio è stato osservato. Per riportare la distribuzione di frequenza semplice si costruisce una tabella con due colonne: nella prima (solitamente indicata con X) si elencano tutti i punteggi ottenuti, partendo da quello più alto, mentre nella seconda si riporta la frequenza (indicata con il simbolo f) di ciascun punteggio, ossia il numero di volte in cui il punteggio è stato osservato. Accanto alla colonna delle frequenze è possibile anche trovare una colonna che riporti le stesse informazioni espresse in percentuali. La distribuzione di frequenza semplice può essere applicata a tutti i livelli di misurazione (N-O-I/R), ma non sempre è utile a livello I/R dato che, se sono presenti tanti punteggi, la tabella non risulta molto riassuntiva. La somma di tutte le frequenze deve necessariamente equivalere alla numerosità, ovvero al numero di casi statistici presenti nel campione (indicata con N). 

Partendo dalla distribuzione di frequenza semplice si può ottenere anche la distribuzione di frequenza cumulata (fc): in una nuova colonna si inserirà, partendo dal punteggio più basso, la somma progressiva delle frequenze osservate. La frequenza cumulata è infatti la somma delle frequenze che precedono una determinata categoria o un particolare punteggio: la frequenza cumulata della prima categoria è uguale a se stessa; la frequenza cumulata delle categorie intermedie si ottiene sommando i singoli valori di frequenza delle categorie precedenti; la frequenza cumulata dell’ultima categoria è uguale a N. Con la stessa tecnica è possibile calcolare anche la corrispondente percentuale cumulata, che fornisce le stesse informazioni ma espresse in percentuali. Questa distribuzione di frequenza si applica a scale ordinali e intervallo/rapporto. Nell’esempio riportato in figura, si ha una distribuzione di frequenza semplice, accompagnata da percentuali e percentuali cumulate, della variabile ordinale “Titolo di studio”: le persone che hanno indicato come titolo di studio la licenza media sono 7 (il 2.4% del campione), quelle che hanno frequentato anche alcuni anni di scuola superiore sono 18 (il 6.2% del campione), e così via; come si può vedere la percentuale cumulata indica la somma della percentuale dell’intervallo di riferimento e delle percentuali degli intervalli precedenti (per esempio, 2.4% + 6.2% = 8.6%). 
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La distribuzione di frequenza per classi è appropriata quando si ha una variabile quantitativa con molte categorie di valori: i punteggi della variabile vengono raggruppati in intervalli di classe e le frequenze sono calcolate in riferimento a questi intervalli. Può essere utile utilizzare la distribuzione di frequenza per classi quando il numero dei valori della variabile è troppo alto perché risulti utile consultare la tabella della frequenza semplice.
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Se si costruiscono gli intervalli di classe di uguale ampiezza (nel caso dell’immagine 5 valori), qualunque variabile I/R (anche se discreta) viene considerata come se fosse continua; se invece si costruiscono intervalli di classe di diversa ampiezza si abbassa il livello della scala a ordinale (per esempio, se decido di esprimere l’età in fasce d’età: bambini, preadolescenti, adolescenti, giovani, adulti, anziani). Per costruire classi di ampiezza uguale bisogna:

· individuare il valore massimo e il valore minimo della variabile e calcolare la gamma di variazione (ovvero max - min);

· dividere la gamma ottenuta per il numero degli intervalli che si desiderano (fra 8 e 15) ottenendo l’ampiezza dell’intervallo, e arrotondare l’ampiezza dell’intervallo all’intero (generalmente 3, 5 o 10);

· scegliere un valore iniziale dell’intervallo che contenga il valore minimo; 

· attribuire i valori a ciascun intervallo, considerandoli come uniformemente distribuiti all’interno dell’intervallo stesso. 
Per ogni intervallo si deﬁniscono un limite inferiore, un limite superiore e un valore centrale. Il valore corrispondente al limite inferiore si include nell’intervallo, mentre il valore corrispondente al limite superiore si esclude dall’intervallo in questione e si include nel successivo.
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La classiﬁcazione in intervalli può essere utilizzata per costruire la distribuzione di frequenza e fare rappresentazioni graﬁche; è sconsigliato usarla per il calcolo dei principali indici statistici perché con gli intervalli di classe si perdono informazioni, dal momento che non viene fornita la frequenza esatta di ciascun punteggio.
1.2.2. Grafici per rappresentare le frequenze
· Spesso è utile accompagnare con una rappresentazione grafica la tabella della distribuzione di frequenza; esistono diversi tipi di grafici possibili, a seconda del tipo di variabile e dell’uso che si intende fare della rappresentazione grafica: 
· graﬁci a barre e grafici a torta,  indicati per variabili nominali e ordinali;
· istogrammi a barre, per variabili I/R (in particolare continue);

· poligoni di frequenza semplice e cumulata, per variabili I/R continue;

· diagrammi ramo-foglia.

Il grafico o diagramma a barre si costruisce riportando sull’asse delle ordinate (l’asse verticale) le frequenze e sull’asse delle ascisse (l’asse orizzontale) i valori dei punteggi; la frequenza di ciascun punteggio è quindi rappresentata dall’altezza della barra corrispondente. I grafici a barre sono particolarmente adatti alla rappresentazione delle variabili discrete (in particolare nominali e ordinali), laddove valori intermedi tra i singoli punteggi non possono verificarsi, dal momento che le barre nel grafico sono separate tra loro. Il diagramma a barre può essere costruito anche in orizzontale, con i valori sull’asse delle ordinate e le frequenze sull’asse delle ascisse. Le informazioni fornite con un grafico a torta sono analoghe a quelle ottenute con i diagrammi a barre; questi grafici diventano però complicati da interpretare se sono presenti molte categorie con frequenze vicine fra loro. Nelle figure riportate, troviamo due rappresentazioni grafiche della variabile “Titolo di studio” di cui si è prima riportata la tabella di frequenza; è immediato capire, anche dopo uno sguardo veloce, quali sono le categorie con più persone (“alcuni anni di università”, seguita da “laurea” e “diploma di scuola superiore”). Nonostante la gradevolezza di aspetto dei grafici a torta, è opportuno evitare il ricorso a questo tipo di grafico, poiché produce una forte distorsione nella percezione dei dati rappresentati graficamente con delle curve.
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Rami Foglie Frequenza  Frequenza cumulata

(intervalli) (valori osservati)

5 – 9 9 1 1

10 – 14 0 1 1 1 3 4 4 7 8

15 – 19 5 5 5 8 8  5 13

20 – 24 0 0 1 1 1 1 2 2 2 3 4  11 24

25 – 29 5 5 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 9 9 9 9  17 41

30 – 34 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4  20 61

35 – 39 5 5 5 7 7 7 7 8 8 8 9 9 9  13 74

40 – 44 0 1 1 2 3 3 4  7 81

45 – 49 5 6 7 9  4 85

(f) (fc)


Le variabili quantitative (in particolare quelle continue) vengono rappresentate graficamente attraverso istogrammi a barre: possono essere costruiti con le frequenze sull’asse delle ordinate e i punteggi o gli intervalli di classe sull’asse delle ascisse, oppure viceversa. Gli istogrammi sono simili ai diagrammi a barre ma si differenziano perché le barre sono adiacenti tra loro. Sono adatti per le variabili misurate su scale a intervallo o a rapporto, e in particolare per quelle continue, ma vengono anche per variabili I/R discrete. Se la variabile non è molto simmetrica, l’ampiezza degli intervalli può cambiare notevolmente la distribuzione rafﬁgurata. 

[image: image4.jpg]



I poligoni di frequenza semplice costituiscono un’alternativa efficace agli istogrammi a barre e sono indicati solo per le variabili I/R continue. In un poligono di frequenza semplice, la frequenza è misurata sull’asse delle ordinate, mentre i punteggi (o gli intervalli di classe) sono riportati sull’asse delle x. La differenza è data dal fatto che per rappresentare la frequenza dei punteggi invece delle barre si usano dei punti, che vengono poi uniti da una linea.  I poligoni di frequenza sono preferibili agli istogrammi a barre quando sono presenti molti punteggi sull’asse delle ascisse (in casi del genere, si corre il rischio che il grafico diventi poco informativo e di non agevole interpretazione). Possono inoltre essere utili per comparare la forma di diverse distribuzioni; si può anche decidere di riportare due poligoni di frequenza sullo stesso grafico per confrontare le distribuzioni di due variabili, cosa che sarebbe impossibile da fare con gli istogrammi. Il poligono di frequenza cumulata (od ogiva) rappresenta graficamente la distribuzione di frequenza cumulata. Da notare che, guardando il grafico da sinistra a destra, la distribuzione di frequenza cumulata rimane stabile o cresce e non si flette mai verso l’asse delle x: ciò perché la distribuzione cumulata è costruita sulla base di successive addizioni e la frequenza cumulata di ciascun punteggio può essere uguale o superiore, ma mai inferiore alla frequenza cumulata del punteggio precedente.  
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In tutti i grafici presentati finora al posto delle frequenze possono essere utilizzate le percentuali (semplici o cumulate). 

Un’altra tecnica per riassumere graficamente i dati è il diagramma ramo-foglia, che combina le caratteristiche della distribuzioni di frequenza con gli istogrammi: i “rami” sono costituiti dagli intervalli di classe, mentre le “foglie” sono stringhe costruite con i valori che cadono all’interno di quell’intervallo. 
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Ogni foglia corrisponde alla cifra dell’unità dei punteggi che cadono all’interno di quel ramo; le foglie all’interno di ciascun ramo sono ordinate in ordine crescente. Per esempio, all’interno del primo ramo, in cui sono racchiusi i valori dal 5 al 9 (intervallo di classe), troviamo una sola foglia, ovvero il valore 9; nel secondo ramo, che esprime l’intervallo 10-14, troviamo 7 foglie che sono usate per rappresentare le unità, cioè i valori 10, 11, 11, 11, 13, 14, 14. Se su un ramo ci sono molte foglie il ramo può essere spezzato in due. Questo diagramma fornisce la stessa rappresentazione grafica dell’istogramma,  ma allo stesso tempo dà informazioni più analitiche su ogni singolo punteggio. Ovviamente, se la variabile contiene molti valori, il grafico diventa scomodo e difficilmente interpretabile. 
1.3. Indici statistici
Un indice statistico è una funzione di un insieme finito o infinito di valori, e viene utilizzato per rappresentare in maniera sintetica un insieme di dati raccolti su un campione. Il parametro è il corrispettivo dell’indice statistico stimato sulla popolazione. Esistono diversi tipi di indici statistici, tra cui:
· statistiche di posizione → associano certi valori con la posizione che occupano nella distribuzione; includono gli indici di tendenza centrale (la posizione di interesse è quella al centro della distribuzione);
· statistiche di tendenza centrale → danno indicazioni su dove si colloca la maggior parte dei dati;
· statistiche di variabilità o dispersione → danno indicazioni su come i dati sono dispersi rispetto alla tendenza centrale;
1.3.1. Indici di posizione
Un punteggio grezzo può essere trasformato in un rango percentile (RP) per esprimere la sua posizione all'interno della distribuzione e sapere come si colloca rispetto agli altri punteggi. Il rango percentile corrispondente a un determinato punteggio si riferisce quindi alla percentuale di casi che, in una determinata distribuzione, sono uguali o inferiori a tale punteggio. 
Calcolare il rango percentile dato un punteggio
· trovare l’intervallo di classe in cui il punteggio si trova;

· calcolare la frequenza dell’intervallo di riferimento, di tutti gli intervalli inferiori e di tutti quelli superiori; 

· trasformare le frequenze calcolate in percentuali dividendo le frequenze per la numerosità del campione (f/N) e moltiplicandole per 100, per ottenere rispettivamente I%, L% e H%;

· conoscere il limite reale inferiore (LRI) dell’intervallo, ovvero il valore di mezzo tra il valore più basso dell’intervallo di riferimento e il valore più alto dell’intervallo immediatamente inferiore (per esempio, se l’intervallo di riferimento inizia da 16 e quello inferiore finisce a 15, l’LRI sarà 15,5) e l’ampiezza dell’intervallo (h); 

· usare la seguente formula:
[image: image6.png]HP=L%+(I%XM)



 
Calcolare il punteggio dato un percentile (p)
· moltiplicare la percentuale per la numerosità;

· determinare l’intervallo in cui il caso è compreso; 

· conoscere LRI (limite reale inferiore), SFI (somma delle frequenze inferiori all’intervallo in esame), frequenza (f) e ampiezza (h) dell’intervallo di riferimento

· usare la formula:[image: image7.png]Punteggio ,= LRI+ %x h




Dopo aver ordinato i valori di una distribuzione  (un qualunque insieme di punteggi), si può suddividere l’intera distribuzione di frequenza in n parti uguali: 

i percentili dividono la distribuzione in 100 parti uguali; 

i decili la dividono in 10 parti uguali

i quartili in quattro parti uguali.

Da notare che:
[image: image106.emf]Diagramma ramo-foglia

Rami Foglie Frequenza  Frequenza cumulata

(intervalli) (valori osservati)

5 – 9 9 1 1

10 – 14 0 1 1 1 3 4 4 7 8

15 – 19 5 5 5 8 8  5 13

20 – 24 0 0 1 1 1 1 2 2 2 3 4  11 24

25 – 29 5 5 6 6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 9 9 9 9  17 41

30 – 34 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4  20 61

35 – 39 5 5 5 7 7 7 7 8 8 8 9 9 9  13 74

40 – 44 0 1 1 2 3 3 4  7 81

45 – 49 5 6 7 9  4 85

(f) (fc)


D1= P10, D2 = P20, e così via

Q 1= P25

Q2 = P50 = Mediana. Il punteggio corrispondente al 50° percentile divide la distribuzione esattamente a metà: il 50% dei punteggi sarà al di sopra della mediana e il 50% al di sotto.

Q3 = P75.
1.3.2. Indici di tendenza centrale
Gli indici di tendenza centrale forniscono un’indicazione generica della distribuzione della variabile. Tali indici vengono utilizzati a seconda della scala di misura della variabile e del livello di informazione che si vuole raggiungere. 

La moda (Mo) è il valore riportato con più frequenza all’interno di una distribuzione; si tratta di un indice piuttosto grezzo e inadatto a descrivere le variabili quantitative, ma è l’unico che può essere utilizzato con le variabili nominali. Se nella distribuzione c’è una sola moda, la variabile si dice unimodale (figura a sinistra); se i punteggi più frequenti sono due la variabile si dice bimodale (figura a destra); se ne ha più di due, multimodale (in questo caso non viene utilizzato). 
[image: image8.png]frequenza %

a0

20

20

10

Distrouzione dela concentrazione ol
emoglabina nel sangue umana

9 0 M1z u o s
Emoglabina g/100mL

100





La mediana (Mdn) è il punteggio che divide a metà la distribuzione, ovvero il valore che corrisponde al 50° percentile (o 2° quartile). È un indice di tendenza centrale adatto per le variabili ordinali, mentre risulta ancora grezzo per le variabili quantitative. Non può essere applicato alle variabili qualitative dal momento che tali variabili non hanno valori ordinabili, condizione necessaria per calcolare i percentili. 
Per calcolare la mediana in un gruppo di dati, bisogna disporre i valori in ordine crescente o decrescente e contare il numero totale di casi. Quando la distribuzione ha numerosità dispari, la mediana è il valore in posizione centrale, corrispondente a (N + 1)/2. Quando invece la distribuzione ha numerosità pari, la mediana è il valore in mezzo fra le 2 posizioni centrali (se esiste) cioè fra N/2 e (N/2) + 1. Se i due valori ottenuti sono uguali (per esempio, entrambi 3), quel valore sarà il valore della mediana (3). Se i due valori sono diversi e la scala è ordinale, entrambi i valori costituiranno la mediana; se i due valori sono diversi e la scala è quantitativa si farà la media fra i due valori. Se si aggiunge lo stesso numero di valori all’inizio e alla ﬁne di una distribuzione, la mediana non cambia, così come non cambia se cambiano i valori estremi della distribuzione. 
La media aritmetica (indicata con[image: image9.jpg]


, Md, M nel campione, e con mi (lettera m dell’alfabeto greco) nella popolazione) è l’indice di tendenza centrale più appropriato per le scale quantitative; può essere applicato solo a questo livello di misura dal momento che il suo calcolo implica la necessità di effettuare una somma dei valori (operazione che non può essere applicata alle variabili nominali e ordinali). La media viene infatti calcolata sommando tutti i valori della distribuzione e poi dividendo il risultato ottenuto per la numerosità (il numero di punteggi o di casi totale): 

Se i punteggi sono rappresentati in una distribuzione di frequenza, la media può essere calcolata attraverso la seguente formula:
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La media in una distribuzione di frequenza semplice può essere vista come una media ponderata, ovvero una media in cui i punteggi possono avere pesi diversi; nel caso dell’esempio, il peso sarebbe dato dalla frequenza di ciascun punteggio. 

Una proprietà della media è che aggiungendo, sottraendo, moltiplicando o dividendo una costante k a tutti i dati della distribuzione, anche la media subisce la stessa trasformazione (quindi basta sommare, sottrarre, moltiplicare o dividere la media per la costante data). 
Un’ importante proprietà è il fatto che gli scarti dalla media, ovvero le differenze tra ciascun punteggio e la media, se sommati danno come risultato 0.
la media bilancia gli scarti positivi e quelli negativi. Ciò implica che essa sarà molto sensibile a valori estremi presenti in una coda della distribuzione (per esempio, punteggio che si distanziano molto in positivo) non controbilanciati da valori altrettanto estremi nell’altra (valori molti distanti dalla media in negativo); in questi casi la media risulta essere poco utile per dare informazioni sulla tendenza centrale. 

Per riassumere:
· Moda → è il punteggio più frequente; si tratta di un indice grezzo, da utilizzare principalmente con le variabili nominali;

· Mediana → valore corrispondente al 50° percentile; indice da utilizzare principalmente con le variabili ordinali; ha lo svantaggio che non è per nulla sensibile ai valori estremi;

· Media → è il miglior indice di tendenza centrale ma può essere utilizzato solo per le variabili I/R; ha lo svantaggio di essere molto sensibile ai valori estremi della distribuzione. 
1.3.3. Indici di variabilità o dispersione
Gli indici di variabilità forniscono informazioni su quanto i valori di una variabile siano sparsi o distribuiti attorno all’indice di tendenza centrale. Anche se spesso vengono omessi o descritti in termini vaghi negli articoli destinati al pubblico non esperto, tali indici sono fondamentali per interpretare al meglio il significato degli indici di tendenza centrale. Supponiamo di aver preso un punteggio di 75 a un test i cui punteggi variavano da 0 a 100; la media degli studenti del nostro corso a quel test è stata di 65, quindi il punteggio ottenuto risulta essere al di sopra della media. Se la maggior parte dei valori è collocata intorno alle media (65), il nostro punteggio si collocherà tra i più alti del corso, essendo ben 10 punti al di sopra; ma se invece i punteggi ottenuti al test hanno una variabilità alta e si distribuiscono lungo tutto il continuum (in modo che valori tra 80 e 90 e tra 40 e 50 non siano così rari) un punteggio di 10 punti al di sopra della media, anche se buono, non sarà più così eccezionale. 

Per le variabili misurate a livello intervallo/rapporto possono essere calcolati diversi indici di variabilità: 

· Campo di variazione (o gamma di oscillazione o intervallo);

· Differenza interquartilica (DI o IQR) e semi-differenza interquartilica (SIQR);

· Deviazione media o scostamento semplice medio; 

· Varianza e deviazione standard.

Il campo di variazione (o gamma di oscillazione o intervallo) è la differenza fra il punteggio più alto (massimo) e il punteggio più basso (minimo) della distribuzione: 

campo di variazione = max - min
Questo indice fornisce informazioni poco precise, e talvolta può essere persino fuorviante, dal momento che i punteggi estremi sono spesso anomali rispetto al resto della distribuzione. Può comunque essere utile osservare quali sono i valori minimo e massimo di una distribuzione, per esempio per controllare se sono stati fatti errori nell’inserimento dei dati o per valutare la presenza di valori anomali. 

La differenza interquartilica (DI, IQR) è la differenza fra il terzo e il primo quartile e corrisponde al 50% centrale dei valori della distribuzione: 

IQR = Q3 - Q1

Questo indice, come la mediana, è influenzato dai punteggi estremi e, a differenza del campo di variazione, può essere calcolato anche quando a uno degli estremi della variabile si trova un intervallo aperto (per esempio, dai 50 anni in su). Dividento a metà l’IQR si ottiene la semi-differenza interquartilica (SIQR) che corrisponde al 25% dei valori sopra o sotto la mediana. Entrambi gli indici sono poco usati in psicologia dal momento che non vengono quasi mai utilizzati nelle procedure statistiche più avanzate. 

La variabilità si riferisce alla differenza tra il singolo punteggio e tutto il resto della distribuzione, ma calcolare la differenza tra ogni punteggio e ciascuno degli altri è una procedura lunga e complicata, soprattutto con una N grande. La soluzione potrebbe essere quindi quella di calcolare la differenza, o deviazione,  di ogni punteggio come distanza dal centro della distribuzione. Dal momento che la media è il miglior indice di tendenza centrale, gli scarti dalla media potrebbero essere una buona misura di variabilità; tuttavia, si è visto che una delle proprietà della media è il fatto che la somma degli scarti dalla media è sempre pari a zero. Per ovviare a questo inconveniente, ci sono due possibili soluzioni: 

considerare gli scarti senza il segno (in valore assoluto) e fare la loro media;

elevare gli scarti al quadrato (in modo che siano positivi) e fare la loro media.

Nel primo caso si sta calcolando la deviazione media (DM, MD) o scostamento semplice medio (SSM): 
[image: image11.png]



Nel secondo caso si sta invece calcolando la varianza (sigma elevato al quadro, var): 
[image: image12.png]



Tra i due indici, la scelta generale è caduta sulla varianza, sia perché lo scostamento medio non può essere utilizzato in procedure statistiche più avanzate, sia perché la varianza minimizza le piccole differenze e massimizza le grandi differenze. La formula della varianza vista è calcolata sul campione, ma si può usare anche la stima della varianza calcolata sulla popolazione (s²)
, attraverso la formula:
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La varianza è un indice al quadrato è espressa nell’unità di misura originale al quadrato; soprattutto quando si hanno scopi descrittivi, è preferibile usare un indice espresso nella stessa unità di misura dei punteggi originali. È possibile ottenere questo indice estraendo la radice quadrata della varianza, ottenendo così la deviazione standard (ds, s), talvolta chiamata anche scarto quadratico medio (smq): 
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La deviazione standard calcolata sul campione può essere intesa come la media degli scarti dalla media o, in altre parole, rappresenta quanto i punteggi si discostano, in media, dalla media. 

Aggiungendo o sottraendo una costante k a tutti i dati della distribuzione varianza e deviazione standard non subiscono alcuna trasformazione. Moltiplicando o dividendo per una costante k la varianza cambia e la deviazione standard subisce la stessa trasformazione. Come la media, anche la deviazione standard e la varianza sono molto sensibili ai punteggi estremi; in alcuni casi pertanto potrebbero costituire una stima distorta della variabilità della distribuzione. 

Per quanto riguarda le variabili nominali e le variabili ordinali, nessuno degli indici di variabilità presentati può essere calcolato; tuttavia, per avere un’idea approssimativa della variabilità della distribuzione si possono estrarre i valori massimo e minimo (sia per variabili nominali che ordinali), o il primo e il terzo quartile (solo per variabili ordinali). In tal modo si potrà avere un’idea dell’ambito dei punteggi della distribuzione. 
1.3.4. Altre tecniche per descrivere insiemi di dati
Oltre alle tecniche già descritte per riassumere insiemi di dati, troviamo anche il riassunto a 5 numeri, il diagramma a scatola e baffi e il grafico delle medie con errori.

Il riassunto a 5 numeri, proposto da Tukey, convoglia molte informazioni sulla posizione, la variabilità e la forma della distribuzione, attraverso cinque indici: mediana, Q1, Q3, max e min. Questi valori possono essere riportati in diversi modi: 
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L’informazione contenuta nel riassunto a 5 numeri può essere rappresentata graficamente nel diagramma a scatola e bafﬁ, anch’esso ideato da Tukey: 
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In questo grafico, il 50% dei punteggi centrali è rappresentato da un rettangolo verticale (la scatola), delimitato dal primo e dal terzo quartile; l’altezza del triangolo corrisponde dunque alla differenza interquartilica precedentemente illustrata. La linea orizzontale contenuta nel rettangolo rappresenta la mediana. Dagli estremi del rettangolo partono due segmenti (i baffi) che raggiungono l’estremo più in alto (max) e più in basso (min) della distribuzione; talvolta i baffi possono rappresentare altri indicatori; per esempio, i diagrammi a scatola e baffi creati con SPSS e R visualizzano la semi-differenza interquartilica moltiplicata per 1,5. Inoltre, questi software evidenziano la presenza di casi anomali, indicando con un pallino il numero dal caso statistico; i casi anomali (outliers in inglese) sono dei punteggi che si discostano in maniera significativa dal resto della distribuzione. Dal momento che alcuni indici statistici come la media e la varianza possono essere notevolmente influenzati da questi casi, si può decidere di eliminarli (anche solo temporaneamente) dalle analisi; un modo semplice per evidenziare la loro presenza di casi anomali è quindi dato dai diagrammi scatola e baffi.  
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L’utilità di questi grafici risulta evidente anche quando si vogliono confrontare due diverse distribuzioni, per vedere in maniera immediata le somiglianze e le differenze:
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Il grafico delle medie con errori rappresenta in maniera grafica la media e la deviazione standard di una variabile. La media è rappresentata da un punto e le deviazioni standard (in positivo e in negativo) sono visualizzate come “raggi” che partono dal punto. È possibile aggiungere anche altri valori sul grafico; anche in questo caso, la rappresentazione può essere utile per confrontare più variabili tra loro.
1.4. La distribuzione dei punti z e la curva normale
I punteggi di una variabile sono semplici da interpretare se conosciamo l’unità di misura con cui sono misurati (per esempio, metri, gradi centigradi, anni, eccetera…), ma non hanno un’interpretazione altrettanto facile se si usano unità di misura non conosciute o se si vuole confrontare fra loro due o più variabili diverse. Per esempio, ipotizziamo che uno studente abbia affrontato un test per tre diverse materie, e abbia ottenuto i seguenti punteggi: 
	Studente
	Italiano
	Matematica
	Storia

	X
	80
	65
	75


Confrontando i tre voti, a prima vista si potrebbe dire che, considerando un intervallo di voti da 0 a 100, lo studente abbia ottenuto il punteggio migliore in italiano; tuttavia trarre questa informazione potrebbe essere prematuro, dal momento che magari lo studente è andato meglio in quella prova perché era strutturata in maniera più semplice rispetto a quella di matematica. I punteggi grezzi, ovvero i punteggi della variabile presi così come sono, non forniscono alcuna informazione su quanto un particolare valore sia “buono” di per sé o rispetto ad altri punteggi della stessa distribuzione. Se però abbiamo a disposizione anche medie e deviazioni standard dei punteggi ottenuti nei tre test possiamo ottenere un quadro più completo della situazione: 
	Studente
	Italiano
	Matematica
	Storia

	X
	80
	65
	75

	Media 
	85
	55
	60

	Deviazione standard
	10
	5
	15


Le nuove informazioni ci permettono di notare che i punteggi ottenuti dagli studenti nel test di italiano sono alti, tanto che il punteggio dello studente X (80), che all'inizio ci sembrava molto buono, risulta al di sotto della media (85). Al contrario, nei test di matematica e storia lo studente X ha ottenuto punteggi più alti della media. Il punteggio nel test di italiano è quindi il peggiore ottenuto dallo studente. A questo punto si potrebbe poi indurre che il punteggio migliore sia quello ottenuto in storia, dal momento che esso si colloca ben 15 punti sopra alla media, mentre quello ottenuto in matematica “solo” 10 punti sopra alla media. Tuttavia, come già sottolineato in precedenza, anche la variabilità di una distribuzione influenza la posizione relativa di un punteggio rispetto agli altri. La deviazione standard indica che la variabilità media del test di storia era di 15 punti: quindi ci sono punteggi che si collocano 15 punti al di sotto della media e punteggi, come quello dello studente X, che si collocano 15 punti al di sopra; il punteggio di X è a una deviazione standard dalla media. Nel test di matematica, invece, la deviazione standard era di 5 punti; lo studente X, con il suo punteggio di 65, si colloca quindi due deviazioni standard sopra alla media, ed è probabile che sia tra gli studenti migliori. 

I punteggi grezzi ottenuti nei test di italiano, matematica e storia non possono essere confrontati tra loro direttamente perché provengono da distribuzioni diverse, con diverse medie e deviazioni standard. Dato che non è possibile confrontare variabili diverse fra loro se non hanno la stessa scala e la stessa unità di misura, si può superare il problema trasformando i punteggi in modo che si collochino sulla stessa scala di misura, con una stessa media e deviazione standard. Questa procedura fa ricorso alla distribuzione dei punti z. 
1.4.1. La distribuzione dei punti z
Si è visto che aggiungendo o sottraendo una costante a una distribuzione, la media subisce la stessa trasformazione. È possibile intervenire sottraendo alle variabili la loro media, trasformandole in modo che la loro nuova media sia zero: 
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Adesso le variabili hanno la stessa media, ma le loro deviazioni standard sono ancora diverse. Una possibilità che abbiamo consiste nell’usare la deviazione standard (σ) come nuova unità di misura; in pratica, ci chiediamo: “quante deviazioni standard ci sono fra un determinato valore X e la media della variabile?”. Gli scarti dalla media vengono divisi per la deviazione standard; il punteggio trasformato in “numero di scarti dalla media” si chiama punto z: 
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La trasformazione in punti zeta dei punteggi di una variabile si dice anche standardizzazione. La distribuzione dei punti zeta costituisce infatti una misura standard, nel senso che la sua media è sempre 0 (visto che un qualunque punteggio corrispondente alla media sarebbe a 0 scarti dalla media) e la sua deviazione standard è sempre 1 (dato che è l’unità di misura). Valori negativi indicano punteggi inferiori alla media, al contrario valori positivi indicano punteggi al di sopra della media. In altre parole, la distribuzione dei punti z è una distribuzione standardizzata perché, pur essendo una delle tante possibili curve di frequenza, ha media e deviazione standard conosciute a priori. I punti z permettono di confrontare fra loro punteggi provenienti da variabili diverse, con diverse distribuzioni, medie e deviazioni standard; inoltre, come si vedrà, se i punti zeta seguono la distribuzione normale, si può anche fare riferimento alle tavole di distribuzione della curva normale. 

Conoscendo un punto z e media e deviazione standard originali della variabile si può anche calcolare il punteggio grezzo X, attraverso la formula inversa:
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I punti zeta sono molto utili, ma presentano anche degli svantaggi, dal momento che presentano la virgola e possono avere segno negativo. Per questo motivo in psicologia si fa spesso ricorso (soprattutto nel caso di alcuni test, come quello del QI) anche ad altre scale standardizzate che derivano dai punti z. Di seguito si riportano alcune di quelle più comunemente usate: 
· Punteggi T→ hanno media 50 e deviazione standard 10. 
Si ottengono con: T = 10z + 50.
· Punteggi C → hanno media 5 e deviazione standard 2. 
Si ottengono con: C = 2z + 5. 
· Punteggi SAT → hanno media 500 e deviazione standard 100. 
Si ottengono con: SAT = 100z + 500.
· QI → la maggior parte dei test d’intelligenza (come il WAIS) utilizza una media di 100 e una deviazione standard di 15. 
Si ottengono con: QI = 15z + 100.

Per il test d’intelligenza Stanford-Binet si utilizza invece una media di 100 e una deviazione standard di 16. 

Si ottengono con: QI = 16z + 100.
1.4.2. La distribuzione normale
Si sono visti i vantaggi che derivano dall’utilizzare i punti z al posto dei punteggi grezzi; due punti z provenienti da distribuzioni diverse possono essere confrontati meglio tra loro se la forma delle due distribuzioni è simile. 

In particolare, i punti zeta sono particolarmente informativi quando provengono da una distribuzione speciale, chiamata distribuzione (o curva) normale o Gaussiana. La curva normale è una distribuzione teorica, un’astrazione matematica; nessuna variabile reale è mai esattamente identica a una normale. La curva normale ha alcune caratteristiche precise: innanzitutto è simmetrica nel senso che, se divisa a metà, ciascuna delle due parti ottenute è l’immagine speculare dell’altra; ha una sola moda, che coincide con la mediana e con la media; spesso è descritta come una distribuzione a forma di campana, dato che la maggior parte delle frequenze si situano al centro e sono pochi i punteggi presenti nelle due estremità, o code. La forma della curva normale è comunque descritta da una precisa formula matematica; in quanto distribuzione teorica, contiene infinite osservazioni e le sue code tendono ad avvicinarsi all’asse delle ascisse (cioè a zero) senza raggiungerlo mai.

Distribuzioni simili a una normale emergono spesso in variabili “naturali”, come l’altezza delle persone di uno dei due sessi in una popolazione abbastanza numerosa. Tuttavia, la distribuzione osservata non sarà esattamente sovrapponibile a una normale: i suoi estremi, per esempio, termineranno con l’altezza più alta e quella più bassa osservate nella popolazione, invece di continuare ad avvicinarsi all’asse delle ascisse all’infinito. Ciononostante, la curva normale costituisce un’utile approssimazione alla realtà e molte tecniche di statistica inferenziale presuppongono di avere a che fare con variabili distribuite normalmente. 
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L’asse orizzontale rappresenta i punteggi, mentre l’asse verticale le frequenze (come per qualsiasi distribuzione di frequenza). Nell’area sotto alla curva si trova il 100% dei punteggi, a prescindere dal numero di osservazioni raccolte. Se volessimo determinare la proporzione di area compresa tra i due punteggi indicati (X-uno e X-due) dovremmo calcolare l’integrale dell’equazione della curva normale, ma questa procedura potrebbe risultare lunga e ripetitiva se eseguita ogni volta. Per questo motivo, è stata creata una tavola che riporta tutti i risultati delle integrazioni rispetto a una curva chiamata distribuzione normale standardizzata. 

Distribuzioni normali diverse possono differire tra loro in due aspetti: la loro posizione, rappresentata dal punto centrale, ovvero dalla media, e la loro variabilità, misurata dalla deviazione standard. Media e deviazione standard costituiscono quindi i due parametri della distribuzione normale. La distribuzione normale standardizzata è una curva normale con media 0 e deviazione standard 1; essa emerge ogni volta che trasformiamo in punti z un insieme qualsiasi di punteggi distribuiti secondo una normale. Siccome la standardizzazione di una variabile non cambia la forma di una distribuzione, solo per i punteggi grezzi che erano già distribuiti secondo una normale si può fare riferimento alla tavola della normale standardizzata (se ne riporta di seguito un estratto). 
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Tabella A

Percentuale di area sottesa dalla curva normale tra la media e un valore z dato

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 009
00 0000 0040 00,80 0120 OL60 01,9 (239 0279 03,19 03,5
01 0398 0438 0478 0517 0557 059 0636 0675 07,14 07,53
02 0793 0832 0871 0900 0948 09,67 1026 1064 1103 114l
03 179 1217 1255 1293 1331 13,68 1406 1443 148 1517
04 1554 1591 1628 1664 17,00 17,3 17,72 1808 1844 187




La prima colonna a sinistra rappresenta l’unità e il primo decimale di ogni punto z, mentre la prima riga in alto (dove c’è scritto z) rappresenta il secondo decimale. Ogni punto z è definito quindi dall’incrocio tra righe e colonne: per esempio, il punto z 0.36 sarà dato dall’incrocio tra la riga 0.3 e la colonna 0.06; così il punto z 0.19 sarà dato dall’incrocio tra la riga 0.1 e la colonna 0.09. All’interno della tavola troviamo poi l’area (ovvero la percentuale di casi) compresa tra la media e il punto z in questione; rifacendoci ai due esempi precedenti, il punto z 0.36 sottende il 14.06% dell’area e il punto z 0.19 il 7.53%. La tabella riporta le percentuali della parte positiva della distribuzione e arriva quindi fino al 50%; tuttavia, siccome la distribuzione normale è simmetrica, punti z negativi e positivi si corrispondono (eccetto che per il segno): l’area compresa tra la media e il punto z +1.0 sarà uguale all’area compresa tra la media e il punto z -1.0. La tavola riporta le distanze di ogni punto z dalla media con le relative percentuali di area sottesa; tuttavia, a volte sono necessari dei calcoli in più per arrivare a capire la percentuale di area compresa tra due punti (nessuno dei quali corrisponde alla media) oppure l’area compresa tra un punto z e uno degli estremi della distribuzione
.

2. LA CORRELAZIONE
La maggior parte delle indagini statistiche di natura scientifica è volta a comprendere un fenomeno e questo implica spesso lo studio delle relazioni fra due o più variabili. Molte delle principali tecniche statistiche usate in psicometria, tra cui la correlazione, hanno come scopo lo studio delle relazioni fra variabili.
2.1. La covarianza
Un modo per esprimere i movimento di una variabile consiste nel quantificare la sua variabilità intorno alla media; tanto più la variabile si muove, tanto più ampi saranno gli scostamenti dalla media. Come è noto, la media degli scostamenti al quadrato è la varianza (e la radice quadrata della varianza è la deviazione standard). Ogni variabile esprime quindi una certa variabilità misurabile mediante il calcolo della varianza. 

Si può esprimere il grado di movimento che due variabili hanno in comune attraverso la covarianza: questo indice esprime il grado di variazione comune alle due variabili, ovvero ci dice quanto esse varino assieme. La covarianza aumenta sia per punteggi entrambi positivi nelle due variabili che per punteggi entrambi negativi nelle due variabili; al contrario, la covarianza diminuisce quando i punteggi sono positivi in una variabile e negativi nell’altra. Per quantificare tale variazione comune basterà moltiplicare gli scostamenti di ciascuna variabile (v, x) dalle medie corrispondenti: 
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L’indice di covarianza è positivo quando c’è concordanza tra gli scarti: in questo caso le due variabili sono associate positivamente e al crescere di una cresce anche l’altra. Al contrario, quando c’è discordanza tra gli scarti l’indice è negativo: le due variabili sono associate negativamente, perciò al crescere di una, l’altra decresce. L’indice di covarianza è pressoché nullo (quasi zero) quando le variabili non sono associate (per alcuni casi c’è concordanza, per altri discordanza). 

La covarianza, anche se usata spessissimo nelle analisi statistiche, non è facilmente interpretabile: essa dipende infatti dalla scala di misura delle variabili. Per palliare questo problema, si è trovato un indice di associazione che non dipende dalla scala di misura delle variabili, ovvero il coefficiente di correlazione. 
2.2. La correlazione di Bravais-Pearson
È possibile eliminare l’unità e la scala di misura di una variabile standardizzandola, ovvero trasformandola in punti z, in modo che la sua media sia uguale a 0 e la sua deviazione standard uguale a 1. Calcolando la covarianza sui punteggi standardizzati si ottiene il coefficiente di correlazione (r): 
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Esso indica il grado di associazione lineare tra due variabili quantitative indipendentemente dalla loro unità di misura. Un modo alternativo per calcolare questo coefficiente consiste nell’usare le variabili osservate, ovvero non standardizzate:
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Questa formula fa riferimento alla covarianza tra le due variabili (al numeratore) e alla moltiplicazione delle rispettive deviazioni standard (al denominatore). Dividendo il numeratore per le deviazioni standard si riesce a rimuovere l’unità di misura per ottenere il coefficiente di correlazione standardizzato; il procedimento è equivalente a fare la covarianza tra le due variabili standardizzate. In altre parole, o si calcola la covarianza tra le due variabili precedentemente standardizzate, oppure si calcola la covarianza tra le due variabili osservate e successivamente si standardizza (dividendo per le deviazioni standard) l’indice ottenuto. 
2.2.1. Caratteristiche del coefficiente di correlazione
La correlazione si applica per studiare l’associazione lineare tra due variabili continue, cioè tra due variabili per cui abbia senso calcolare la media e la varianza; non si può applicare se le variabili sono categoriali, dal momento che non ha senso calcolare la media delle categorie, o se le variabili sono costanti (ovvero tutti i soggetti hanno lo stesso punteggio), in quanto non ha senso calcolare la varianza (che sarebbe nulla). 

Oltre a essere un indice standardizzato, il coefficiente di correlazione è anche un indice simmetrico, perciò l’interpretazione è identica per le due variabili: il coefficiente tra v e x è uguale al coefficiente tra x e v, e dire che la variabile x correla con la variabile v equivale a dire che la variabile v correla con la variabile x. 
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L’indice di correlazione può essere positivo o negativo. Se è positivo, le due variabili hanno un’associazione positiva, o diretta: all’aumentare di una variabile aumenta anche l’altra; in altre parole, a valori alti nella prima variabile corrispondono valori alti nella seconda variabile, a valori bassi nella prima variabile corrispondono valori bassi nella seconda. Alcuni esempi di correlazione positiva sono: 

· peso e altezza; 

· abilità numerica e conoscenza di vocabolario; 

· ore di studio e voti scolastici.

Nel grafico seguente, detto diagramma di dispersione (per i dettagli vedere il prossimo paragrafo), troviamo la variabile altezza sull’asse delle ordinate e la variabile peso sull’asse delle ascisse; ogni punto indica i valori di altezza e peso di un soggetto del campione. È un esempio di correlazione positiva: man mano che aumentano i valori di altezza aumentano anche i valori di peso. 
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Diagramma di dispersione tra altezza e peso: correlazione positiva
Quando invece la correlazione è negativa, le due variabili presentano un’associazione negativa, o inversa: all’aumentare di una variabile l’altra diminuisce; quindi valori alti nella prima variabile sono associati a valori bassi nella seconda variabile, valori bassi nella prima variabile sono associati valori alti nella seconda. Esempi di correlazione negativa sono: 

· punteggio in un test di abilità e numero di errori commessi;

· valore di un’automobile ed età dell’automobile; 

· giornate di assenze da scuola e voti scolastici. 

Nel grafico seguente si rappresenta la correlazione negativa tra valore di un’automobile (espresso dal prezzo di vendita) ed età dell’autovettura; da notare la direzione inversa dei punti nel diagramma: all’aumentare dell’età dell’automobile, il suo valore diminuisce. 
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Diagramma di dispersione tra prezzo di un’auto ed età del veicolo: correlazione negativa
L’indice di correlazione varia da -1 a 1 (o da 0 a 1 in valore assoluto). Come si è appena illustrato, il segno indica semplicemente la direzione dell’associazione (positiva o negativa). Il valore della correlazione ci indica invece quanto le variabili risultano associate: più tale valore si avvicina a |1| (in valore assoluto) più la correlazione è forte; più tale valore si avvicina a 0 più la correlazione sarà debole (o nulla). Un’altra caratteristica importante della correlazione è che la relazione catturata dal coefficiente r è sempre di tipo lineare, cioè indica quanto la relazione tra due variabili è rappresentabile da una retta. La correlazione non è un indice di associazione generale, ma di associazione lineare; se troviamo perciò che due variabili non correlano, non possiamo escludere l’ipotesi che le variabili presentino un’associazione tra loro di tipo non lineare. Si prenda il seguente esempio (volutamente irrealistico): 
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È molto improbabile ottenere casualmente un diagramma di dispersione tra due variabili in cui i punti si distribuiscono a disegnare uno smile, motivo per cui ipotizzeremo un’associazione perfetta tra le due variabili. Eppure la loro correlazione risulta essere praticamente nulla (0.2), dal momento che l’associazione non può essere rappresentata attraverso una retta. Tornando a esempi più realistici, spesso di trova un legame non lineare tra due variabili associate, come nei seguenti casi: motivazione in un compito ed efficienza nel compito stesso, presenza di comportamenti antisociali ed età, ansia e prestazione. Queste variabili presentano una relazione curvilineare, che qui non verrà approfondita. 
Rappresentazione grafica della relazione tra ansia e prestazione. 
Come si può vedere dal grafico, la relazione tra le due variabili non è di tipo lineare: infatti all’aumentare dell’ansia la prestazione aumenta, ma solo fino a un certo livello; dopo questa soglia, all’aumentare dell’ansia la prestazione inizia a decrescere fino a tornare praticamente a zero.
2.2.2. Rappresentazioni della correlazione
Ogni relazione tra variabili può essere rappresentata graficamente al fine di capirne le proprietà e le caratteristiche. Per quanto riguarda la correlazione abbiamo tre rappresentazioni possibili: 

1. la rappresentazione cartesiana (diagramma di dispersione);

2. la rappresentazione vettoriale; 

3. la rappresentazione in termini di varianza condivisa (diagrammi di Eulero-Venn). 

Come visto nel precedente paragrafo, i punteggi dei soggetti nelle due variabili (x e v) possono essere rappresentati attraverso una rappresentazione cartesiana o diagramma di dispersione
. La correlazione indica la pendenza della retta che meglio interpola la nuvola di punti. Tale retta passerà sempre per l’origine (dato che le variabili sono standardizzate) e ci consente di rappresentare il legame tra le due variabili:
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La correlazione indica il cambiamento che ci aspettiamo di trovare in una variabile al variare dell’altra di una deviazione standard. Il valore atteso in v sarà dato dalla moltiplicazione del valore di x per il coefficiente di correlazione tra v e x:
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Maggiore è il coefficiente di correlazione r (in valore assoluto), più stretta è la relazione tra le variabili e più inclinata sarà la retta:
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Quando la correlazione è |1|, il legame tra le due variabili è perfetto, ovvero si sta praticamente misurando la stessa variabile (la correlazione tra una variabile e sé stessa è infatti pari a 1): 
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Al contrario, la retta sarà tanto più piatta quanto più è bassa la correlazione e quanto più è debole il legame tra le due variabili:
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Man mano che la correlazione si avvicina allo 0, la nuvola di punti sarà sempre meno definita e i punti saranno sempre più dispersi nel diagramma. Quando la correlazione è nulla, cioè è pari a 0, non c’è associazione tra le due variabili. In questo caso non è possibile tracciare una retta che che approssimi bene i punteggi, dato che i punti sono sparsi più o meno equamente nei quattro quadranti degli assi cartesiani:
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Per r = 0, i valori predetti di v saranno 0 al variare di x. Ma 0 equivale alle media di v (dato che le variabili sono standardizzate). Quando r = 0 la nostra predizione sarà la stessa che se non usassimo x; diremmo dunque che le due variabili sono indipendenti, ovvero che non presentano un’associazione lineare tra loro.

Un altro modo per raffigurare la relazione tra due variabili è la rappresentazione vettoriale: ogni variabile può essere rappresentata mediante un vettore di lunghezza uguale alla sua deviazione standard, e l’associazione tra due variabili si può rappresentare mediante l’angolo tra i due vettori; più l’angolo tra i due vettori è acuto, più l’associazione sarà forte:
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La correlazione quantifica quindi la proiezione di un vettore-variabile sull’altro: 
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La relazione inversa sarà rappresentata da una proiezione negativa: 
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Se la correlazione è zero, ovvero le due variabili sono linearmente indipendenti, la proiezione è zero: un vettore non proietta nulla sull’altro. Questo è il motivo per cui si dice anche che due variabili non correlate sono ortogonali, mentre due variabili correlate sono oblique.
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Esempio di variabili non correlate, ortogonali
Un terzo modo per rappresentare la correlazione è in termini di varianza condivisa. La varianza di una variabile può essere rappresentata mediante un diagramma di Venn; maggiore è la varianza, più grande è il cerchio. Se due variabili condividono della varianza, cioè se covariano, le loro varianze saranno in parte sovrapposte:
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Il quadrato della correlazione, chiamato [image: image41.png]R2



 (R quadrato), ci indica la proporzione di varianza condivisa dalle due variabili; se moltiplicato per 100, ci indica la percentuale di varianza condivisa dalle due variabili. Per capire quanto forte è l’associazione possiamo elevare al quadrato la correlazione e interpretarla in termini varianza comune alle due variabili: più [image: image42.png]R2



si avvicina a 1 (o a 100 se espresso in percentuale) più l’associazione sarà forte. 
2.2.3. Interpretazione del coefficiente di correlazione
La statistica inferenziale ci permette di stimare la sicurezza con cui alcune statistiche calcolate su un piccolo insieme (campione) possono essere generalizzate alla popolazione di riferimento. Quando si fa un qualsiasi test inferenziale, si hanno due ipotesi come riferimento: l’ipotesi nulla  (H0) e l’ipotesi alternativa (H1). Inizialmente si assume che H0 sia vera, quindi si procede a interpretare i risultati ottenuti sul campione. Qualora tale ipotesi risultasse molto improbabile alla luce dei risultati campionari, si abbandonerà H0 e si procederà con l’accettare per vera H1; in caso contrario, si continuerà a credere nell’assunto iniziale, ossia che H0 sia vera. 

Nel caso della correlazione i significati delle ipotesi nulla e alternativa sono i seguenti: 

· H0 = non c’è correlazione tra le due variabili, il coefficiente r è statisticamente pari a 0, le due variabili sono linearmente indipendenti;

· H1 = c’è una correlazione tra le due variabili; il coefficiente r è diverso da 0, c’è un legame lineare tra le variabili. 

Per decidere cosa sia “molto improbabile” si utilizzano dei criteri (o livelli) di significatività, rappresentati con il simbolo [image: image43.png]


 (alfa); spesso in psicologia si usa [image: image44.png]


 = .05, ma si tratta di una scelta convenzionale. Programmi come SPSS calcolano ogni test inferenziale insieme a una probabilità a esso associata; il modo più immediato per vedere se accettare H0 o H1 consiste nel confrontare tale significatività o probabilità associata con il valore alfa scelto (useremo .05):

· Se sig. > 0.05 → Si accetta H0.

· Se sig. < 0.05 → Si rifiuta H0 e si accetta H1.

Un altro modo per decidere se accettare H0 o H1 è individuare, attraverso le tavole della distribuzione di r, il valore critico di r (ovvero quel valore teorico soglia al di sotto del quale si accetta l’ipotesi nulla) per tot gradi di libertà
, e confrontarlo con il coefficiente di correlazione trovato: 

· Se il valore di r < valore critico → Si accetta H0.

· Se il valore di r > valore critico → Si rifiuta H0 e si accetta H1.

Ogni volta che si interpreta un test inferenziale, non si ha mai la certezza che ciò che si è trovato sia veritiero, si ha sempre un rischio di errore. Esistono due tipi di errori in statistica inferenziale: 
· L’errore di I tipo consiste nel rifiutare H0 quando in realtà H0 sarebbe vera nella popolazione; questa probabilità corrisponde al valore [image: image45.png]


Se abbiamo fissato tale valore a .05, possiamo dire che abbiamo il 5% di probabilità di stare sbagliando nel dire che l’ipotesi nulla è falsa nella popolazione quando in realtà sarebbe vera.
· L’errore di II tipo consiste nell’accettare H0 quando in realtà H0 sarebbe falsa nella popolazione; la sua probabilità viene denotata con il simbolo [image: image46.png]


 ma tale errore non verrà qui ulteriormente approfondito. 

Se abbiamo qualche motivo di ipotizzare che il coefficiente di correlazione possa essere solo positivo o solo negativo, si parla di ipotesi mono-direzionale (o unidirezionale) o di ipotesi a una coda: il 5% di errore si trova solo su una coda della distribuzione. Al contrario, nell’ipotesi bidirezionale (o a due code), che si usa di solito, il 5% di errore è diviso a metà tra la coda negativa e la coda positiva della distribuzione.

Una volta effettuato il confronto tra significatività associata e valore alfa (o tra valore di r e valore critico), se si è accettato H0 si può concludere che le due variabili sono linearmente indipendenti e quindi non correlano tra loro. Se invece si è accettato H1, ovvero si è affermato che esiste un legame lineare tra le due variabili, allora si può procedere con l’interpretazione del coefficiente r di Pearson: più tale coefficiente si avvicina a |1| più il legame sarà forte. Esistono nelle scienze sociali dei valori standard di riferimento in base ai quali interpretare il coefficiente; sebbene questi valori debbano essere usati con cautela dato che la grandezza del coefficiente dipende da una serie di fattori (che tipo di variabili si hanno, che tipo di ricerca si sta facendo, la numerosità del campione, eccetera), possono comunque essere utili per orientarsi: 
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Consideriamo il seguente esempio: è stata condotta una ricerca volta a studiare alcune caratteristiche di personalità che possono essere associate a comportamenti pericolosi di adolescenti maschi. I tratti di personalità considerati sono: il sensation seeking, la propensione al rischio e la mancanza di controllo (ciascuno misurato con 4 item). La tendenza ad attuare comportamenti pericolosi è misurata mediante un indice di frequenza di alcuni comportamenti indicatori (come l'uso di droghe, la partecipazione a gang, l'uso di armi). Vogliamo vedere sia se gli indici di personalità sono correlati tra loro, sia se tali indici sono correlati con la tendenza ad attuare comportamenti pericolosi. 

Osserviamo quindi la matrice di correlazione ottenuta con il software statistico SPSS:
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Iniziamo valutando la correlazione dei tre tratti di personalità (SensSeek, PropRisk e MControl) con la tendenza ad attuare comportamenti pericolosi (comp_risk): tutte e tre le variabili correlano con comp_risk, dal momento che in tutte la probabilità associata al test (sig.) è inferiore al valore [image: image48.png]


 .05. Osservando i coefficienti di correlazione, possiamo notare che la correlazione più alta è quella con PropRisk (r = .74), seguita da quella con SensSeek (r = .49) e infine da quella con MControl (r = .39); tutte e tre le correlazioni sono positive, quindi all'aumento degli indici di personalità corrisponde un aumento nella tendenza a mettere in atto comportamenti pericolosi. La correlazione di comp_risk con PropRisk è alta, quella con SensSeek è buona e quella con MControl media. Guardiamo ora le correlazioni tra i tre indici di personalità: SensSeek e PropRisk presentano una correlazione significativa (p < [image: image49.png]


), positiva e alta (r = .68); al contrario MControl non correla né con SensSeek (r = .02, p = .817) né con PropRisk (r = .05, p = .625). La mancanza di controllo pertanto è, tra i tre indici, quello che correla meno con la tendenza a mettere in atto comportamenti pericolosi e non risulta associato né al tratto di sensation seeking né alla propensione al rischio. 

Per riassumere, il coefficiente di correlazione: 

· È un indice di associazione lineare tra variabili quantitative e non riporta le associazioni non lineari.

· È un indice standardizzato e simmetrico, e si ottiene come covarianza delle variabili standardizzate.

· varia da 0 a |1|; più si avvicina a |1| più il legame tra le variabili è forte, più si avvicina a 0 più il legame è debole.

· Quantifica la variabilità attesa in una variabile al variare dell’altra di una deviazione standard.

· Indica la pendenza della retta che interpola il diagramma di dispersione delle due variabili; indica la vicinanza delle due variabili espresse come vettori di lunghezza. 

· Il suo quadrato ([image: image50.png]R2



) indica la proporzione di varianza condivisa dalle due variabili.

2.2.4. La correlazione parziale
Il coefficiente di correlazione parziale indica la correlazione tra due variabili a cui viene tolta l’influenza di una terza variabile, al fine di trovare una stima più accurata della relazione. La correlazione è perciò calcolata al netto di una terza variabile, ovvero è calcolata come se la terza variabile fosse costante. Per esempio, se calcoliamo la correlazione fra “numero di parole conosciute da un bambino” e “intelligenza” otterremo un certo valore; ipotizziamo che più un bambino è intelligente più parole conosce e, viceversa, più parole il bambino impara più aumenta la sua intelligenza. Tuttavia possiamo anche ipotizzare che una terza variabile, come l’età, possa contribuire ad alimentare la correlazione tra le due variabili, dato che sia il numero di parole conosciute che l’intelligenza aumentano con l’età. Se l’età risulta essere correlata con una delle due variabili o con entrambe, calcolando la correlazione tra il numero di parole conosciute e l’intelligenza con la variabile età parzializzata (ovvero al netto di età) troveremo che la correlazione le due variabili diminuirà. Parzializzare significa quindi considerare la variabile età come se fosse costante, come se tutti i bambini del campione avessero la stessa età al momento della raccolta dei dati.

La formula del coefficiente di correlazione parziale tra x e y, al netto dell’effetto di z è:
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Ci si potrebbe domandare perché inserire una terza variabile nel modello, se l’intento è quello di considerarla come se fosse costante. Inserendo la variabile nel modello, è possibile stabilire se essa esercita un’influenza sulla correlazione che ci interessa studiare; non inserendola nel modello, invece, non si può tenere conto della sua influenza (o possibile influenza) e si rischia di vedere una correlazione significativa laddove non ci sarebbe correlazione, oppure di ottenere una correlazione più alta di quanto in realtà troveremmo. 
2.3. Altri coefficienti di correlazione
Il coefficiente di correlazione di Bravais-Pearson può essere utilizzato solo con variabili quantitative e continue; tuttavia, esistono altri coefficienti di correlazione che possono essere utilizzati per variabili misurate su altri livelli. Si tratta di test non parametrici (che qui non verranno discussi nel dettaglio
). Di seguito ne sono elencati alcuni:

· Il coefficiente di correlazione punto-biseriale si usa per calcolare il coefficiente di correlazione tra una variabile a due valori (ovvero dicotomica) e una variabile continua. 

· Il coefficiente di correlazione phi (φ) si usa per calcolare il coefficiente di correlazione tra due variabili entrambe dicotomiche. 

· Il coefficiente di correlazione tetracorico si usa per calcolare il coefficiente di correlazione tra due variabili continue, entrambe rese artificialmente dicotomiche; ogni variabile presuppone una distribuzione continua, ma viene divisa in due parti (per esempio al di sotto e al di sopra di un punteggio soglia).  

· Il coefficiente di correlazione policorico si usa con le variabili continue che sono state divise in più di due parti.

· Il coefficiente di correlazione per ranghi di Spearman può essere utilizzato per calcolare la correlazione quando una delle due variabili è misurata su una scala a intervalli ma viola palesemente l’assunto di normalità (ovvero non si distribuisce normalmente) oppure il campione su cui è calcolata è molto piccolo; in questo caso si procede ricodificando entrambe le variabili in ranghi, cioè abbassando il loro livello di misura a scale ordinali, e si procede con il calcolo del coefficiente di correlazione sulle variabili così trasformate.
3. LA REGRESSIONE LINEARE
3.1. Regressione semplice
Il coefficiente di correlazione misura l’associazione lineare tra due (o più) variabili quantitative e indica la pendenza della retta che interpola meglio la nuvola di punti nel diagramma di dispersione. Tale retta è chiamata retta di regressione di x su y (o di y su x, data la simmetria di r). Come si è visto, la correlazione usa come unità di misura la deviazione standard e indica quindi il coefficiente di regressione standardizzato. Quando l'obiettivo non è semplicemente quello di misurare l'associazione tra due variabili, ma di predire una variabile (la dipendente) al variare di un'altra (l’indipendente), ovvero quando si ha un’ipotesi sulla direzione della relazione tra le due variabili, si usa il modello di regressione non standardizzata. Come nella correlazione, le variabili prese in considerazione per la regressione devono essere misurate su scale a intervalli o a rapporti, cioè devono essere quantitative (esiste un'eccezione, che verrà illustrata in seguito). 

La regressione non standardizzata è rappresentata dalla retta che interpola meglio i punti nel diagramma di dispersione e identifica il cambiamento nella variabile dipendente (per convenzione indicata con y) al variare della variabile indipendente (x). Mentre nella correlazione il cambiamento veniva espresso usando come unità di misura la deviazione standard, nella regressione si restituiscono alle variabili le loro unità di misura originali e il cambiamento è espresso tramite esse. In generale, può essere utile sia usare il coefficiente standardizzato (quando conviene non tenere conto delle unità di misura originali delle variabili perché, ad esempio, di difficile interpretazione), sia quello non standardizzato (quando l’intento è quello di quantificare il cambiamento atteso in una variabile nell'unità di misura di quella variabile). 

La funzione che individua la retta di regressione fa riferimento all’equazione della retta nel piano: 
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 I punteggi predetti di y sono dati dalla moltiplicazione tra il coefficiente di regressione (indicato con b) di x su y e i valori osservati di x, a cui viene sommata una costante a.
Il coefficiente a, chiamato costante additiva o intercetta, indica il valore atteso della variabile dipendente quando la variabile indipendente è pari a 0; rappresenta il punto in cui la retta di regressione incontra l'asse delle ordinate: 
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Nel caso riportato nell'esempio, l'intercetta è pari a -4: ciò significa che quando la x (asse delle ascisse) è pari a 0, la y (asse delle ordinate) è pari a -4. 
La formula dell'intercetta dipende dalle medie delle variabili e dal coefficiente di regressione b (illustrato di seguito): 
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Il coefficiente angolare (nell'equazione della retta nel piano solitamente indicato con m) è chiamato coefficiente b o coefficiente di regressione non standardizzato e rappresenta il cambiamento predetto nella variabile dipendente al variare della variabile indipendente di un'unità; indica la pendenza della retta:
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Nell'esempio riportato, il coefficiente di regressione è pari a 1.5: ciò significa che, all'aumentare della variabile indipendente x di un'unità, la variabile dipendente y aumenta di 1.5 unità di misura di y. Il coefficiente di regressione è corrispondente al coefficiente di correlazione non standardizzato. 

La formula del coefficiente di regressione dipende dalla covarianza tra le due variabili e dalla varianza della variabile indipendente:
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La retta di regressione rappresenta dunque la predizione lineare (o dipendenza lineare) tra una variabile indipendente e una variabile dipendente, espressa nelle unità di misura originali. Facciamo un esempio semplice: consideriamo un'ipotetica ricerca nella quale si è contato quanti sorrisi delle persone in un pub producevano (ogni 10 minuti) e quante birre avevano bevuto fino a quel momento. Riportiamo i risultati trovati in un diagramma di dispersione (a destra). 
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Tabella di frequenza di birre e sorrisi per ciascun soggetto  e diagramma di dispersione tra birre (asse delle x) e sorrisi (asse delle y). 
Calcoliamo il coefficiente di correlazione e disegniamo la retta sul diagramma standardizzato (ovvero con le variabili trasformate in punti z):
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Valori di birre e sorrisi trasformati in punti z e diagramma di dispersione con le variabili standardizzate.
Vediamo che la correlazione tra le due variabili è di .89, quindi c'è un'associazione lineare tra birre e sorrisi e, in particolare, all'aumentare delle birre di una deviazione standard ci aspettiamo un incremento di .89 deviazioni standard di sorrisi. Ma cosa significa? È evidente che in questo caso ci conviene usare le unità di misura originali per esprimere il cambiamento, perché potremmo parlare direttamente di birre e sorrisi, senza fare riferimento alle deviazioni standard. Riportiamo i valori ottenuti in un diagramma di dispersione con le variabili non standardizzate:
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Valori di birre e sorrisi grezzi e diagramma di dispersione con le variabili non standardizzate.
Calcolando il modello di regressione non standardizzata con birre come variabile indipendente e sorrisi come variabile dipendente, otteniamo i seguenti coefficienti: 
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Il valore dell'intercetta o costante (a) è pari a 2.091; esso indica il valore di y quando x è pari a 0. Ciò significa che, per una persona che ha bevuto 0 birre, il numero di sorrisi atteso sarà 2.091. Il valore del coefficiente di regressione (nella riga di NBEERS sotto la colonna B) è .709; esso indica il cambiamento atteso in y al variare di x di un'unità. Ciò significa che, all'aumentare di una birra bevuta, il numero di sorrisi atteso aumenta di .709. Se una persona ha bevuto una birra ci aspetteremo, in media, 2.8 sorrisi: al numero di sorrisi attesi se non si sono bevute birre (2.091) sommiamo il cambiamento nel numero di sorrisi per una persona che ha bevuto una birra (.709). Se una persona ha bevuto due birre, ci aspetteremo 2.091 + (.709 * 2) sorrisi, e così via. 

Come si è visto, il coefficiente di regressione viene calcolato individuando la retta che meglio interpola la nuvola di punti rappresentata nel diagramma di dispersione. Tuttavia è praticamente impossibile trovare una corrispondenza perfetta tra punteggi predetti e punteggi osservati, tale che tutti i punti del diagramma cadano sulla retta di regressione; osserveremo sempre degli errori, intesi appunto come scostamenti dalla predizione:
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In questo esempio una serie di 8 studenti è stata sottoposta a un test di abilità verbale, di cui è stato riportato il punteggio. Inoltre sono stati riportati i voti scolastici in una materia. Come si può notare dal grafico di dispersione con abilità verbale come variabile indipendente e voti scolastici come variabili dipendente, non tutti i punteggi predetti corrispondono a quelli effettivamente osservati e riportati in tabella: per alcuni studenti, come lo studente F il voto predetto in base al punteggio di abilità verbale sarebbe stato di 8.3 circa, mentre il voto ottenuto dallo studente è di 9; lo studente F ha preso un voto più alto di quanto ci saremmo aspettati. Al contrario lo studente D secondo la nostra predizione avrebbe dovuto prendere un 5.7 mentre ha ottenuto solo un 5; lo studente D ha preso un voto più basso di quanto ci saremmo aspettati. Dal momento che le predizioni non sono sempre corrispondenti ai punteggi osservati, la funzione che abbiamo individuato all'inizio potrebbe essere riscritta così: 
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, dove e sta a indicare la parte di errore della predizione. 
La retta di regressione sarà quindi quella che minimizzerà gli scostamenti tra i punteggi predetti (i punteggi che troveremmo usando la variabile indipendente come predittore) e i punteggi osservati (i punteggi che abbiamo misurato), ovvero che minimizzerà gli errori. Tuttavia, dal momento che gli scostamenti dalla predizione, se sommati, darebbero 0, invece che considerare i semplici scostamenti si considerano i quadrati degli scostamenti. Torneremo su questo concetto nel paragrafo sulla bontà del modello. 

3.1.1. Interpretazione dei coefficienti di regressione
Come abbiamo visto, il coefficiente di regressione, al contrario del coefficiente di correlazione, è un indice non standardizzato. La seconda differenza tra i due coefficienti è data dal fatto che, mentre la correlazione è simmetrica (dire che x correla con y equivale a dire che y correla con  x), la regressione non lo è: fare la regressione di x su y è diverso dal fare la regressione di y su x. In altre parole, l'associazione individuata dal coefficiente di regressione ha una direzione, indica l'effetto di una variabile sull'altra (ma non viceversa).
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Inoltre, mentre il coefficiente di correlazione varia da -1 a 1, il coefficiente di regressione varia da - ∞ a + ∞. Come nella correlazione, 0 indica che non c'è alcuna associazione lineare tra le due variabili. Il fatto che il campo di variazione del coefficiente di regressione sia così vasto lo rende talvolta di difficile interpretazione rispetto al coefficiente di correlazione. In questi casi può essere utile analizzare entrambi i coefficienti. 
Nella regressione si hanno come riferimento un'ipotesi nulla e una alternativa per l'intercetta e un'ipotesi nulla e una alternativa per il coefficiente di regressione. Per quanto riguarda l'intercetta, ipotesi nulla e alternativa sono le seguenti:

· H0 = l'intercetta è 0 nella popolazione; quando la variabile indipendente è 0, anche il valore della variabile dipendente è 0;

· H1 = l'intercetta è diversa da 0 nella popolazione; quando la variabile indipendente è 0, il valore della variabile dipendente è diverso da 0. 

Per quanto riguarda il coefficiente di regressione, ipotesi nulla e alternativa sono le seguenti: 
· H0 = il coefficiente b è 0 nella popolazione; non c'è un'associazione lineare tra le due variabili e, in particolare, non c'è un effetto della variabile indipendente sulla dipendente;

· H1 = il coefficiente b è diverso 0 nella popolazione; c'è un'associazione lineare tra le due variabili e, in particolare, c'è un effetto della variabile indipendente sulla dipendente. 
· L'inferenza sulla popolazione viene quindi calcolata riconducendo la stima alla distribuzione t di Student. Per decidere se la regressione è significativa o meno si dovrà quindi guardare la probabilità associata al test-t abbinato a ciascun coefficiente: 
· Se sig. > 0.05 → Si accetta H0.
· Se sig. < 0.05 → Si rifiuta H0 e si accetta H1.
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Facendo riferimento all'esempio birre-sorrisi già citato, possiamo dire che l'intercetta risulta significativa (perché sig. = .014, quindi < .05), quindi quando non si sono bevute birre il numero di sorrisi espressi è comunque diverso da 0. Passando al coefficiente di regressione (che è quello che più ci interessa interpretare), possiamo vedere che la sig. associata è .000, quindi < .05; per tale motivo accetteremo H1, e diremo quindi che esiste un effetto delle birre sui sorrisi. Possiamo quantificare questo effetto dicendo che, all'aumentare di una birra, i sorrisi aumentano di .709 (se interpretiamo il coefficiente b). Guardando il coefficiente standardizzato beta (che nella regressione semplice corrisponde al coefficiente di correlazione di Pearson) possiamo vedere che esso indica un'associazione molto alta (.898). 
3.1.2. R-quadrato e bontà del modello
L’R-quadrato (
[image: image56.emf]R

2

) viene comunemente usato come indice di bontà di adattamento del modello di regressione ai dati: all’aumentare del suo valore, diminuisce la dispersione dei punti intorno alla retta, dunque diminuisce l’errore. Come si è visto, infatti, la predizione non corrisponde esattamente ai valori osservati. 

L'errore nella regressione sarà dato dalla somma degli scarti tra valori osservati e valori predetti, elevati al quadrato; tale quantità viene poi divisa per N-1, e si ottiene così la varianza di errore della regressione: 
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Facendo una regressione, il nostro obiettivo è spiegare quanto più possibile della variabile dipendente y attraverso la variabile indipendente x. La varianza di y sarà dunque data dalla somma tra la varianza spiegata dalla regressione e la varianza di errore (ovvero tutto ciò che non può essere spiegato dal modello): 
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La varianza spiegata, rappresentata nei diagrammi di Eulero-Venn come intersezione tra le due variabili, corrisponde all'R-quadrato, che è chiamato anche coefficiente di determinazione. La varianza di errore, chiamata anche coefficiente di alienazione, sarà data dal complemento dell'R-quadrato (ovvero da 1 - 
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). 

Essendo un indice al quadrato, 
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è sempre positivo e varia da 0 a 1. Più si avvicina a 1, più sarà la varianza spiegata dal modello di regressione e più tale modello sarà buono. Se moltiplicato per 100, l'R-quadrato può essere espresso come percentuale di varianza spiegata. Per fare l'inferenza sulla popolazione, l'R-quadrato viene testato attraverso la distribuzione F (ovvero la distribuzione dell'ANOVA che, essendo il quadrato del t-test, può avere solo valori positivi, proprio come l'R-quadro). Ipotesi nulla e alternativa sono le seguenti: 
· H0 = 
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è 0 nella popolazione, quindi la percentuale di varianza spiegata è statisticamente pari a 0; 

· H1 = 
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è diverso da 0 nella popolazione, quindi la percentuale di varianza spiegata è maggiore di 0. 
· Per decidere se accettare H0 o H1 si guarda quindi la probabilità associata al test F riferito all'R-quadrato: 
· Se sig. > 0.05 → Si accetta H0.

· Se sig. < 0.05 → Si rifiuta H0 e si accetta H1.

Il rapporto tra coefficiente di regressione ed R-quadrato è il seguente: se b è diverso da 0, la sua grandezza non dice nulla della grandezza di R-quadro; se b è statisticamente uguale a 0 (ovvero prossimo allo 0), anche l'R-quadro sarà 0. 
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Facendo riferimento all'esempio birre e sorrisi, citato più volte, possiamo osservare la probabilità associata alla F e notare che essa è .000, quindi < .05, perciò la varianza spiegata dall'R-quadro è diversa da 0. Ma quant'è questa varianza spiegata? Il valore dell'R-quadrato è pari a .807; il modello spiega quindi l'80% della varianza dei sorrisi, una percentuale piuttosto alta! Tuttavia dobbiamo tenere in considerazione che l'esempio a cui abbiamo fatto riferimento durante la spiegazione (scelto proprio per la sua semplicità) presenta un campione di osservazioni molto ridotto, motivo per cui le conclusioni tratte devono essere intese a puro scopo esemplificativo. 

3.1.3. Un esempio di regressione semplice
Consideriamo la ricerca illustrata nel capitolo precedente sui tratti di personalità associati con la tendenza a mettere in atto comportamenti pericolosi. Attraverso la matrice di correlazione, abbiamo visto quali dei tre indici erano associati tra loro e quanto era forte la loro associazione con la tendenza ad attuare comportamenti pericolosi. Ora, attraverso la regressione, abbiamo come fine quello di stabilire se i tratti di personalità possono essere considerati predittori della tendenza ad attuare comportamenti pericolosi. 

Iniziamo calcolando una regressione semplice con il software statistico SPSS, inserendo SensSeek come variabile indipendente e comp_risk come variabile dipendente per vedere se il tratto di sensation seeking ha un effetto sulla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi: 
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Osserviamo che l'effetto di SensSeek su comp_risk risulta essere significativo: b = .90 o beta = .49, t (108) = 5.83, p < .001
. L'intercetta ci mostra che, quando il tratto di sensation seeking è pari a 0 (ovvero è assente), la presenza di comportamenti pericolosi è .19 (tendenza paragonabile a 0, dato che il coefficiente non risulta essere significativo perché p = .288, quindi > .05). 

Possiamo scegliere se interpretare il coefficiente b non standardizzato o il coefficiente beta standardizzato: nel primo caso, possiamo dire che all'aumentare di un'unità di sensation seeking, i comportamenti pericolosi aumentano (dal momento che il coefficiente è positivo) di .90; nel secondo, diremo che all'aumentare di una deviazione standard di sensation seeking i comportamenti pericolosi aumentano di .49 deviazioni standard. La scelta del coefficiente dipende dalla semplicità di usare le unità di misura originali; in ogni caso, dare un'occhiata al beta può essere utile dato che va da 0 a |1|: il nostro risultato di .49 denota una buona associazione tra le due variabili. 

Passiamo dunque a interpretare l'R-quadro:
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Il modello spiega il 24% della varianza di comportamenti pericolosi; la varianza spiegata non è molta ma considerando che abbiamo una sola variabile indipendente, possiamo considerare SensSeek come un buono, anche se non ottimo, predittore. L'R-quadro è significativo e diverso da 0: R-quadrato = .24, F (1, 108) = 33.95, p < .001. 

Riportiamo ora i risultati ottenuti dalla regressione semplice di mancanza di controllo su comportamenti pericolosi: 
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Notiamo che anche mancanza di controllo sembra avere un effetto sulla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi: b = .73, t (108) = 4.40, p < .001. Tuttavia confrontando il suo beta con quello della regressione precedente, osserviamo che SensSeek risulta più associato a comp_risk di Mcontrol (.49 contro .39). Anche l'R-quadro, infatti, ci indica che la varianza spiegata da mancanza di controllo è meno di quella spiegata da sensation seeking, e in particolare risulta essere il 15% (contro il 24% di SensSeek) della varianza di comportamenti pericolosi. L'R quadro è comunque significativo e diverso da 0 dal momento che: R-quadrato = .15, F (1, 108) = 19.32, p < .001. 

Quanto alla regressione di propensione al rischio su comportamenti pericolosi, otteniamo i seguenti risultati: 
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Anche la propensione al rischio ha un effetto sulla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi: b = 1.40, t (108) = 11.50, p< .001. Guardando poi il beta (.74) e la percentuale di varianza spiegata (55%) ci accorgiamo che propensione al rischio è il migliore predittore, tra le tre variabili, della tendenza ad attuare comportamenti pericolosi: R-quadrato= .55, F (1, 108) = 132.40, p < .001. 

Finora abbiamo considerato le tre variabili indipendenti separatamente per valutare l'effetto di ciascuna sulla variabili dipendente. Tuttavia, per avere un'idea più accurata della loro influenza sulla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi il modello più indicato sarebbe quello di regressione multipla, che verrà ora introdotto. 
3.2. Regressione multipla
Quando si trova o si sospetta un effetto di più variabili indipendenti sulla variabile dipendente, come nell'esempio sopra illustrato, il modello statistico più indicato da usare è quello della regressione multipla: la regressione multipla studia infatti gli effetti di due o più variabili indipendenti su una variabile dipendente. 

Tornando all'esempio delle birre e dei sorrisi, possiamo ipotizzare che, oltre al numero di birre bevute, esista un'altra variabile con un'influenza sul numero di sorrisi espressi dalle persone nel pub, per esempio il numero di amici al tavolo. L'effetto di ciascuna variabile indipendente sulla dipendente, tuttavia, potrebbe essere influenzato dal fatto che le due variabili indipendenti potrebbero essere correlate tra loro
. 
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Per ovviare a questo problema, in una regressione multipla l'effetto di ciascuna variabile indipendente è calcolato al netto dell'effetto dell'altra variabile indipendente sulla dipendente. Il coefficiente di regressione esprime quindi l’effetto di x su y, togliendo l’effetto di x su y che passa indirettamente per w: 
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L'effetto diretto (o parziale) di x su y (
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)
 è dunque pari all'effetto totale di x su y ( 
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) calcolato come in una regressione semplice (cioè senza tener conto di w) meno l'effetto indiretto di x su y che passa anche attraverso w (
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). Togliere l’effetto indiretto equivale a bloccare la possibilità che x abbia un effetto su y mediante w; quest'operazione è chiamata parzializzazione. Il coefficiente di regressione multipla viene anche detto coefficiente parziale e indica il cambiamento atteso nella variabile dipendente al variare di una variabile indipendente, al netto delle altre variabili indipendenti, ovvero parzializzando le altre variabili indipendenti. Rimuovere l'effetto di w è quindi equivalente a dire che: 

· l'effetto di x su y è calcolato parzializzando w;

· l'effetto di x su y è calcolato come se w non avesse un effetto su y; 

· l'effetto di x su y è calcolato al netto dell'effetto di w;
· l'effetto di x su y è calcolato come se w fosse costante; 

· l'effetto di x su y è calcolato come se w avesse varianza 0. 

Finora abbiamo parlato dell'effetto di x su y, ma lo stesso ragionamento vale per tutte le variabili indipendenti presenti nel modello di regressione multipla: quindi, nel nostro caso, anche l'effetto di w su y sarà calcolato al netto dell'effetto di x. Il valore dell'intercetta nella regressione multipla è pari al valore che assume la variabile dipendente quando tutte le indipendenti sono pari a 0. 
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Mentre la regressione semplice, come abbiamo visto, è espressa dall'equazione della retta nel piano, la regressione multipla è espressa dall'equazione di un piano nello spazio: 

Nel caso in cui le variabili siano 3 (due indipendenti e una dipendente) l'equazione rappresenta graficamente un piano a due dimensioni in uno spazio tridimensionale; nel caso in cui le variabili sono 4 o più (quindi almeno tre indipendenti e una dipendente), l'equazione non è più rappresentabile graficamente, dal momento che non siamo in grado di rappresentare o immaginare uno spazio con più di 3 dimensioni (nel caso specifico, 4 dimensioni). 

3.2.1. Coefficienti di correlazione parziali e semi-parziali
Come nella regressione semplice, l’ammontare di varianza spiegata dalle variabili indipendenti sarà data dall’R-quadrato, che nella regressione multipla indicherà la quantità di varianza spiegata della variabile dipendente attraverso l'effetto congiunto delle indipendenti: 
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L'R-quadro può essere concepito anche come la porzione di errore che non si commette, quindi 1 – e. Il contributo di w alla varianza spiegata è rappresentato graficamente da a, mentre quello di x da b. Se si aggiungono alla regressione delle variabili indipendenti, l'R-quadro aumenta anche se il contributo di queste variabili è di minima entità. L'R-quadro corretto ovvia a tale distorsione e viene usato come indice di bontà del modello quando ci sono molte variabili indipendenti e il campione ha una numerosità ristretta. Nel resto dei casi, si può interpretare l'R-quadrato non corretto per sapere quanta varianza della variabile dipendente è spiegata dalle variabili indipendenti. 

Se siamo interessati a sapere quanta di questa varianza è spiegata da una variabile indipendente e quanta è spiegata dall'altra, ovvero per conoscere i contributi unici delle variabili indipendenti all'R-quadrato, dobbiamo guardare i coefficienti di correlazione parziali e semi-parziali. 

Il coefficiente di correlazione parziale pr (già discusso nel capitolo sulla correlazione) quantifica la correlazione tra due variabili al netto di una terza; se elevato al quadrato, indica l’effetto di una VI sulla VD dopo aver rimosso tutta la variabilità delle altre VI: 
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Si interpreta quindi come il contributo unico di una variabile indipendente alla varianza non spiegata dalle altre variabili indipendenti; ci segnala cioè quanta varianza spiegherebbe la variabile indipendente x se la variabile dipendente y non variasse anche in funzione della variabile w, ovvero tenendo costante l’influsso delle altre VI.

Il contributo unico della VI può anche essere valutato come varianza spiegata totale parzializzando la varianza condivisa con le altre VI; il coefficiente di correlazione semi-parziale sr, se elevato al quadrato, indica la percentuale di varianza spiegata unicamente da una variabile indipendente: 
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Tale coefficiente si interpreta come il contributo unico di una variabile indipendente al totale della varianza spiegata; ci mostra quando aumenta l'R-quadro totale grazie al contributo di quella variabile e può essere espresso anche in percentuale. 

Entrambi i coefficienti variano da 0 a 1. In generale, si interpreta il coefficiente di correlazione semi-parziale quando la variabile indipendente che si parzializza varia naturalmente nella realtà. Si preferisce invece l'interpretazione del coefficiente di correlazione parziale quando la variabile indipendente che si parzializza è stata variata artificialmente dai ricercatori in disegni di ricerca sperimentali. 

3.2.2. Un esempio di regressione multipla
Consideriamo come esempio la ricerca illustrata precedentemente sui tratti di personalità associati alla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi. Prima erano state calcolate tre regressioni semplici e si era visto che tutte e tre le variabili indipendenti (sensation seeking, mancanza di controllo e propensione al rischio) avevano un effetto sulla variabile dipendente. La nostra previsione, tuttavia, risulterà più attendibile utilizzando un modello di regressione multipla, dal momento che le tre variabili indipendenti potrebbero essere correlate tra loro: ciascuna variabile indipendente potrebbe quindi influenzare l'effetto semplice (cioè quello considerato nella regressione semplice) delle altre variabili indipendenti sulla dipendente. 
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Calcoliamo quindi il modello di regressione multipla per vedere se in risultati cambiano rispetto a quanto ottenuto in precedenza: 

Iniziamo interpretando l'intercetta: quando tutte e tre le VI sono pari a 0, il numero di comportamenti pericolosi messi in atto è pari a .315 (significativamente diverso da 0, dato che p = .010, quindi < .05). L'effetto di SensSeek su comp_risk non risulta più significativo, al contrario di quanto trovato nella regressione semplice: al netto delle altre due variabili indipendenti, quindi, non c'è un effetto del tratto di sensation seeking sulla tendenza ad attuare comportamenti pericolosi (b = -.04, t (106) = - .30, p = .765. Al contrario, gli effetti parziali di mancanza di controllo e propensione al rischio continuano a essere significativi anche parzializzando le altre VI e hanno dei beta simili a quelli ottenuti nelle regressioni semplici. In particolare:

· l'effetto di MControl su comp_risk è diminuito, anche se di poco, passando da beta = .39 della regressione semplice a beta = .36 nella regressione multipla; tenendo costanti le altre VI, all'aumentare di una deviazione standard di comportamenti pericolosi la mancanza di controllo aumenta di .36 deviazioni standard (beta = .35, t (106) = 6.43, p < .001). 

· l'effetto di PropRisk su comp_risk parzializzando le altre VI è praticamente uguale a quello semplice (beta = .741 contro beta = .742 della regressione semplice); tenendo costanti le altre VI, all'aumentare di una deviazione standard di comportamenti pericolosi la propensione al rischio aumenta di .74 deviazioni standard (beta = .74, t (106) = 9.83, p < .001). 
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Il predittore più forte della tendenza ad attuare comportamenti pericolosi sembra quindi essere la propensione al rischio. Vediamo ora come è cambiato l'R-quadrato: 

La percentuale di varianza spiegata dal modello di regressione multipla è il 68% della varianza dei comportamenti pericolosi, siamo quindi in presenza di un buon  modello di predizione (R-quadrato = .68, F (3, 106) = 74.07, p < .001. 

Nella regressione semplice con SensSeek su comp_risk, la varianza spiegata era pari al 24%; consideravamo il tratto di sensation seeking come un buon predittore: ora sappiamo che, tenendo costanti le altre VI, questo tratto non risulta più avere un effetto sulla dipendente e, infatti, nella regressione multipla il contributo unico della variabile alla varianza spiegata dall'R-quadrato è praticamente pari a 0 (sr
 = - 0.02, 
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= .0004). Ciò vuol dire che, probabilmente, l'effetto del tratto di sensation seeking era in realtà dovuto all'effetto delle altre due VI. 

Nella regressione semplice con MControl su comp_risk, la varianza spiegata era solo il 15%; consideravamo il tratto di mancanza di controllo un predittore peggiore di sensation seeking e di propensione al rischio. Nella regressione multipla, tuttavia, vediamo che il contributo unico è pari al 12% della varianza spiegata dall'R-quadro (sr = .54, 
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= .12) e possiamo quindi rivalutare la variabile come un predittore discreto. 

Nella regressione semplice con PropRisk su comp_risk, la varianza spiegata era già piuttosto alta, il 55%. Nella regressione multipla vediamo che il contributo unico della propensione al rischio è pari al 29% della varianza spiegata dall'R-quadro (sr = .54, 
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= .29). Il migliore predittore tra le tre variabili indipendenti è la propensione al rischio, dal momento che già facendo le tre regressioni semplici, era la variabile che presentava un beta e un R-quadrato più alti; tale ipotesi trova conferma nella regressione multipla, dato che la propensione al rischio continua ad avere il beta più alto; inoltre ci siamo accorti, guardando i coefficienti di correlazione semi-parziali, che tale variabile è quella con il contributo unico più elevato. 
3.3. Regressione con variabili binarie
Finora si è detto che nella regressione sia le variabili indipendenti che la dipendente devono essere quantitative. Tuttavia esiste un caso in cui la variabile indipendente può essere qualitativa: si tratta della regressione con variabili binarie (o dummy). Questo particolare caso della regressione servirà anche da introduzione al prossimo capitolo di statistica inferenziale, dedicato all'ANOVA. 

Le variabili binarie sono variabili nominali dicotomiche, i cui valori sono codificati come 0 e 1; i valori possono indicare, per esempio, l'assenza e la presenza di una caratteristica misurata (la persona porta gli occhiali? Sì-No) oppure l'appartenenza a due diversi gruppi (come maschi e femmine), o ancora la verità e la falsità di un'affermazione (Vero-Falso). Variabili di questo tipo possono essere inserite nel modello di regressione (sia semplice che multiplo) come variabili indipendenti. 

Nel seguente esperimento
 veniva testato l'effetto di ancoraggio sulla stima delle quantità numeriche; secondo l'euristica di ancoraggio, in genere quando dobbiamo dare delle stime di tipo numerico tendiamo ad ancorarci a qualche valore (che ci è stato fornito o che abbiamo generato noi stessi) per aggiustare la stima nella direzione in cui riteniamo sia la risposta corretta. A tutti i soggetti, venivano dunque poste due domande: 

1. Secondo te, le nazioni africane alle Nazioni Unite sono più o meno del ...%?

2. Quante sono le nazioni africane in percentuale alle Nazioni Unite?

I soggetti erano stati precedentemente divisi in due gruppi: a un gruppo (Gruppo 1) stato dato come valore il 10% (quindi nella domanda si chiedeva “sono più o meno del 10%?), mentre all'altro gruppo (Gruppo 2) era stato dato come ancora l'80%. L'ipotesi è che, nella seconda domanda, i soggetti appartenenti al primo gruppo tenderanno a dare risposte in media più vicine al 10%, mentre gli appartenenti al secondo gruppo tenderanno a dare risposte in media più vicine all'80%. 
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Per prima cosa, osserviamo media e deviazione standard delle risposte ottenute e la loro distribuzione in un diagramma di dispersione: le risposte date dai soggetti del primo gruppo, con ancora al 10%, hanno come media 17.04 ± 10.09, mentre quelle date dai soggetti del secondo gruppo, con ancora all'80%, hanno una media più alta e una deviazione standard più ampia, 44.82 ± 19.69. 

Come si può vedere dal grafico di dispersione, dal momento che i partecipanti sono divisi in due gruppi le loro risposte si distribuiscono lungo due colonnine di punti in corrispondenza dei valori 10 e 80 sull'asse delle ascisse. 

Codificando i valori della variabile ANCHOR (che indica il gruppo) come 0 e 1 possiamo condurre un'analisi di regressione con tale variabile come indipendente e la variabile ANSWER (che indica le risposte date dai soggetti) come variabile dipendente:

Gruppo 1 > Gruppo 0 (ancora 10)

Gruppo 2 > Gruppo 1 (ancora 80)
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L'intercetta indica il valore della variabile dipendente quando l'indipendente è pari a 0, ma in questo caso quando l'indipendente è pari a 0 ci troviamo nel gruppo di soggetti con ancora 10; il valore dell'intercetta indica quindi il valore da cui partirà la retta di regressione all'interno della colonnina del gruppo 0. Nel caso di una regressione con variabile dummy non ha senso interpretare il coefficiente beta, conviene interpretare il coefficiente non standardizzato. Il coefficiente di regressione indica il cambiamento atteso nella variabile dipendente quando l'indipendente aumenta di un'unità, ma in questo caso quando la variabile indipendente è pari a 1 ci troviamo nel gruppo di soggetti con ancora 80; il valore del coefficiente b indica quindi di quanto aumenta la risposta dei soggetti passando dal gruppo 0 (con ancora 10) al gruppo 1 (con ancora 80). Notiamo che il valore del coefficiente di regressione è significativo perché p < .001: c'è un effetto della variabile ANCHOR sulla variabile ANSWER; in particolare, possiamo dire che l'appartenenza a un gruppo sperimentale ha un effetto sulle risposte date dai soggetti, quindi  l'ipotesi iniziale sembra essere supportata dai risultati trovati. 

Osserviamo ora il diagramma di dispersione: 
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Per quali valori passerà la retta di regressione? Ricordiamo che tale retta cerca di interpolare al meglio la nuvola dei punti, in modo da minimizzare le distanze tra i punteggi predetti e i punteggi osservati. Tuttavia, dal momento che in questo caso non abbiamo una nuvola di punti ma due colonnine, la retta di regressione cercherà di passare nel punto centrale di queste colonne, nel punto che meglio descrive e sintetizza la variabilità del gruppo; questo valore è la media. La retta di regressione passerà dunque per le medie dei due gruppi, infatti: 

· l'intercetta trovata corrisponde alla media del gruppo 0 (17.04);

· il coefficiente di regressione sommato al valore dell'intercetta indica la media del gruppo 1 (17.04 + 27.78 = 44.82). 

Finora abbiamo interpretato il risultato della regressione dicendo che c'è un effetto della variabile indipendente sulla dipendente; siccome in questo caso stiamo parlando di medie, possiamo anche dire che le medie dei due gruppi si differenziano statisticamente tra loro: aver partecipato all'esperimento in un gruppo piuttosto che nell'altro ha influito sulle risposte date dai soggetti. Come verrà illustrato nel prossimo capitolo, questo è il ragionamento su cui si fonda l'analisi della varianza (ANOVA, ANalysis Of VAriance).

4. L'ANALISI DELLA VARIANZA
L'ANOVA o analisi della varianza (ANalysis Of VAriance, in inglese) rappresenta un insieme di metodi di statistica inferenziale. Tali metodi vengono utilizzati per confrontare le medie di due o più gruppi di misurazioni e stabilire se tra esse esiste una differenza statisticamente significativa; il calcolo dell'analisi della varianza fa riferimento alla variabilità tra i gruppi considerati e alla variabilità interna a ciascun gruppo. Nell'ANOVA la variabile dipendente è quantitativa: questa è infatti la variabile rispetto alla quale si calcola la media (e la media può essere calcolata solo per le variabili quantitative); al contrario la variabile indipendente è misurata a livello nominale od ordinale, e i suoi valori (chiamati anche livelli) di solito sono più di due (per le variabili dicotomiche, si può infatti utilizzare il t-test a campioni indipendenti
). Le variabili indipendenti nell'ANOVA sono chiamate anche vie o fattori. Esistono diverse tipologie di analisi della varianza: in questo elaborato si vedrà nel dettaglio l'analisi della varianza univariata, ovvero con una sola variabile dipendente; esistono anche delle tecniche di analisi della varianza multivariata, ovvero con più variabili dipendenti (MANOVA), oppure con una variabile covariata, inserita nel modello solo per essere tenuta costante (ANCOVA). 

L'analisi della varianza univariata può essere: 
· ANOVA a una via 

- 1 VD quantitativa 

- 1 VI misurata a livello nominale od ordinale (di solito con più di 2 gruppi)

· ANOVA fattoriale
- 1 VD quantitativa 

- 2 o più VI misurate a livello nominale od ordinale.

Nel capitolo precedente abbiamo considerato il caso di una regressione con una variabile dipendente quantitativa e una variabile indipendente qualitativa e binaria; il ragionamento che è stato descritto è concettualmente analogo a quello del t-test a campioni indipendenti e a quello di un'analisi della varianza molto semplice (univariata, a una via, con due soli gruppi formati dalla qualitativa). Ora si discuterà l'analisi della varianza univariata, prima a una via e poi fattoriale, illustrando il procedimento di calcolo generale e l'interpretazione delle due tipologie di ANOVA. 
4.1. ANOVA  a una via
L'analisi della varianza ha come obiettivo quello di confrontare le medie della variabile dipendente nei gruppi formati dalla variabile indipendente, per valutare se tali medie provengono dalla stessa popolazione (quindi sono statisticamente uguali) oppure no (quindi non possono essere considerate statisticamente uguali). Ipotizziamo di aver misurato attraverso un questionario il grado di benessere scolastico in tre gruppi di studenti:

· studenti che non sono mai stati bocciati (Gruppo Rosa)

· studenti che hanno ricevuto una bocciatura (Gruppo Verde)

· studenti che hanno ricevuto due bocciature (Gruppo Blu)

All'interno di ciascuno dei tre gruppi è possibile individuare il punteggio medio di benessere scolastico e la distribuzione dei punteggi:
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Possiamo anche calcolare la media generale della variabile considerando tutti i punteggi insieme (tale media si indica con il simbolo X e due barrette sopra), e osservare come i tre gruppi considerati si pongono in relazione alla media generale: 
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Possiamo notare che il gruppo di studenti che ha ricevuto due bocciature (gruppo azzurro) presenta una media che si distacca molto dalla media totale, mentre le medie del gruppo di studenti senza nessuna bocciatura (gruppo rosa) e del gruppo di studenti con una sola bocciatura (gruppo verde) si distaccano di poco dalla media totale (tra i due il più vicino è il gruppo rosa). La media del gruppo azzurro sembra quindi molto distante sia dalla media totale che dalle medie degli altri due gruppi; attraverso l'analisi della varianza possiamo capire se tale differenza è statisticamente significativa, oppure se è dovuta al caso.   

Il calcolo dell'analisi della varianza fa riferimento al concetto di variabilità, intesa come la dispersione delle osservazioni rispetto alla media. Un indice di variabilità fondamentale per il calcolo dell'ANOVA è la devianza: il termine devianza (o somma dei quadrati, SQ) indica la somma degli scarti dalla media generale elevati al quadrato
. La formula della devianza totale (SQT) è la seguente: 
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Si tratta quindi della sommatoria degli scarti quadratici di ciascun punteggio dalla media generale della variabile.  La devianza totale può essere scomposta in due componenti: 
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La devianza tra i gruppi è data dalla sommatoria delle differenze tra la media di ciascun gruppo e la media generale della variabile, elevati al quadrato
. La devianza entro i gruppi (detta anche devianza di errore) è data invece dalla sommatoria delle differenze tra ciascun punteggio e la media del gruppo a cui appartiene, sempre elevati al quadrato. 
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Devianza tra i gruppi 



Devianza entro i gruppi
Il calcolo dell'ANOVA parte dalla devianza per arrivare a stimare la varianza sulla popolazione; la varianza si ottiene dividendo ognuna delle tre devianze per il numero dei gradi di libertà rispettivi: 

· la varianza totale si ottiene dividendo la formula della devianza totale per N – 1, dove N è la numerosità del campione; 

· la varianza tra i gruppi (o varianza between groups) si ottiene dividendo la formula della devianza tra i gruppi per J – 1, dove J è il numero di gruppi formati dalla variabile indipendente; 
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la varianza entro i gruppi (varianza within groups o varianza di errore) si ottiene dividendo la formula della devianza entro i gruppi per N – J, dove N è la numerosità del campione e J il numero dei gruppi formati dalla variabile indipendente. 
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La varianza totale, ovvero la variabilità della variabile dipendente, è stata quindi scomposta in due componenti, esattamente come è stata precedentemente scomposta la devianza totale: 
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La varianza tra i gruppi indica quanto la media di ciascuno dei gruppi si differenzia dalla media totale, mentre la varianza interna ai gruppi indica quanto la media di ciascun soggetto si distanzia dalla media del suo gruppo di appartenenza. Come vedremo in seguito, la varianza tra i gruppi corrisponde alla quantità di varianza spiegata: infatti, è quella parte di variabilità della variabile dipendente che può essere spiegata data l'appartenenza dei soggetti ai diversi gruppi. La varianza interna ai gruppi rappresenta invece la varianza di errore perché è la parte di variabilità che non possiamo spiegare con l'appartenenza del soggetto al gruppo; si tratta della componente d'errore dovuta alle differenze individuali dei soggetti all'interno di uno stesso gruppo. 

L'ANOVA, indicata con la lettera F, è calcolata come il rapporto tra la varianza tra i gruppi (ovvero la devianza tra i gruppi divisa per i gradi di libertà, qui indicati con la sigla inglese df) e la varianza interna ai gruppi (ovvero la devianza interna ai gruppi divisa per i gradi di libertà):
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Facendo riferimento all'esempio iniziale, ognuno dei gruppi di studenti (studenti che non hanno mai ricevuto bocciature, studenti che hanno ricevuto una bocciatura e studenti che hanno ricevuto due bocciature) ha una media di benessere scolastico che si distanzia dalla media totale; la distanza dalla media totale è indicata dalle frecce rosse: come avevamo già notato in precedenza, il gruppo che si distanzia di più è il gruppo blu, il gruppo degli studenti con due bocciature. All'interno di ciascun gruppo ci saranno probabilmente studenti che hanno un punteggio di benessere scolastico intorno alla media del loro gruppo, studenti che che hanno un punteggio di benessere migliore di quanto ci saremmo aspettati per quel gruppo e studenti che hanno un punteggio peggiore; la distanza di ciascun punteggio dalla media del suo gruppo è rappresentata in figura dalle frecce blu. 
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4.1.1. Interpretazione dell'ANOVA
Come illustrato in precedenza, l'obiettivo dell'analisi della varianza è vedere se ci sono differenze statisticamente significative tra i gruppi formati dalla variabile qualitativa rispetto alle medie della variabile quantitativa. 
Come per gli altri test inferenziali, stabiliamo ipotesi nulla e ipotesi alternativa: 

· H0 = le medie dei gruppi sono statisticamente uguali;

· H1 = almeno le medie di due gruppi si differenziano tra loro, e quindi la variabile indipendente ha un effetto sulla dipendente. 

Per decidere se accettare H0 o H1  si utilizzano i livelli di significatività già illustrati nei capitoli precedenti. Il modo più immediato per vedere se accettare H0 o H1 consiste nel confrontare tale significatività o probabilità associata con il valore alfa scelto (useremo .05):
· Se sig. > 0.05 → Si accetta H0.

· Se sig. < 0.05 → Si rifiuta H0 e si accetta H1.
Un altro modo per decidere se accettare H0 o H1 è individuare, attraverso le tavole della distribuzione della F, il valore critico (ovvero quel valore teorico soglia al di sotto del quale si accetta l’ipotesi nulla) per tot gradi di libertà al numeratore e tot gradi di libertà al denominatore, e confrontarlo con il valore della F trovato:

· Se F < valore critico → Si accetta H0.

· Se F > valore critico → Si rifiuta H0 e si accetta H1.
Dato che si tratta di un indice quadratico, la distribuzione dell'ANOVA è sempre positiva e varia da 0 a + ∞: più è grande il suo valore più significativo è l’effetto trovato. Se la varianza tra i gruppi al numeratore e la varianza entro i gruppi al denominatore sono simili, il rapporto F sarà vicino a 1 e  si accetterà l’ipotesi nulla, ovvero che le medie non si differenziano statisticamente e i gruppi considerati provengono dalla stessa popolazione;  se la varianza tra i gruppi è significativamente più grande della varianza entro i gruppi, il rapporto F sarà più grande di 1, pertanto probabilmente si respingerà l’ipotesi nulla che le medie sono uguali e si concluderà che i gruppi non provengono dalla stessa popolazione. Se la varianza interna ai gruppi al denominatore è molto maggiore della varianza tra i gruppi al numeratore, ne concluderemo che la differenza tra i gruppi sia dovuta solo alla variabilità interna e non a reali differenze tra i gruppi.   
4.1.2. Bontà del modello
In maniera simile alla regressione, possiamo mettere in relazione la bontà della predizione fatta utilizzando l'analisi della varianza con la quantità di variabilità della dipendente spiegate dalla variabile indipendente. In assenza di ulteriori informazioni, il miglior valore predetto di una variabile sarebbe la media: se la media dei voti di uno studente è 25, in assenza di altre informazioni potremmo aspettarci che il prossimo voto ottenuto a un esame dallo studente sia intorno al 25. La devianza totale ci indica quindi la variabilità di errore che avremmo se usassimo la media totale come predittore della variabile dipendente. Tuttavia, nel caso dell'analisi della varianza abbiamo delle informazioni in più, quelle contenute nella variabile indipendente, ovvero l'appartenenza ai gruppi: per ogni gruppo, il miglior predittore non sarà più la media totale ma sarà la media della variabile dipendente in quel particolare gruppo. Se per ogni soggetto prediciamo la media del suo gruppo, sbaglieremo nella misura in cui il punteggio osservato del soggetto sarà diverso dalla media del gruppo (sbagli che andranno a contribuire alla devianza d'errore, interna ai gruppi). Grazie all’uso dell’informazione contenuta nella variabile indipendente, abbiamo quindi ridotto l’errore. Nell'ANOVA la variabilità spiegata sarà la variabilità che può essere attribuita alle differenze tra le medie dei gruppi; in altre parole, si usa l’informazione contenuta nella VI per avere una stima più precisa di quella che si sarebbe ottenuta usando la media totale, e tale stima è tanto più precisa e meno errata quanto più la varianza entro il gruppo è piccola e quanto più la differenza tra i gruppi è grande. 

In linea con la regressione, l'R-quadrato indica la percentuale di varianza spiegata; nel caso dell'ANOVA, l'R-quadro è dato dalla varianza tra i gruppi divisa per la varianza totale: 
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4.1.3. Un esempio di ANOVA a un criterio
Consideriamo il seguente esperimento: 6 gruppi di soggetti sono stati esposti a fotografie di oggetti comuni (come vasi, bottiglie, piatti e bicchieri) di forma diversa e di colore diverso, per testare l'ipotesi che la piacevolezza degli oggetti di uso comune possa dipendere sia dalla forma degli stimoli che dal loro colore. In particolare, due fattori sperimentali sono manipolati: la forma (1 = forme squadrate, 2 = forme arrotondate, 3 = forme miste) e il colore (0 = scuro, 1 = chiaro). Ogni gruppo di soggetti vedeva una serie di stimoli dati dalla combinazione di un livello di forma ed uno di colore. Iniziamo conducendo un'analisi della varianza a una via con forma degli oggetti come variabile indipendente e piacevolezza come variabile dipendente: 
[image: image151.png]Matrice fattoriale ruotata

Fattore
1 2
X10 -,970
X8 ,946
X3 ,926
x4 -,922
x5 ,843
X6 ,929
X7 ,895
X9 -,891
X1 ,890
X2 ,872

Metodo estrazione: fattorizzazione dell'asse principale.

Fattore 1:

items x10, x8, x3,
x4, X5

Fattore 2:

items x6, X7, X9, x1,
x2

Metodo rotazione: Varimax con normalizzazione di Kaiser

a. La rotazione ha raggiunto i criteri di convergenza

in 3 iterazioni.




Troviamo l'effetto della variabile indipendente sulla dipendente nella riga di “forma”; notiamo che tale effetto risulta statisticamente significativo con un alfa di .05, dato che F (2, 148) = 10.26, p < .001
. Possiamo quindi accettare l'ipotesi alternativa: la variabile forma ha un effetto significativo sulla variabile piacevolezza dal momento che le medie di piacevolezza dei tre gruppi di forma (arrotondata, squadrata e mista) risultano statisticamente differenti. Notiamo anche che la percentuale di varianza spiegata non è moltissima, solo il 12%, come indicato dall'R-quadrato (R-quadro = .12). Dal momento che abbiamo trovato una differenza tra le medie dei tre gruppi potremmo chiederci quali sono le medie che si differenziano tra loro: sono tutte e tre diverse? O solo una si differenzia dalle altre? Per avere qualche informazione a riguardo, possiamo guardare il grafico delle medie: 
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Il gruppo 1, ovvero i soggetti a cui sono state mostrate forme squadrate, ha una media di piacevolezza che sembra essere inferiore rispetto alle media del gruppo 2 (forme arrotondate) e del gruppo 3 (forme miste) che, al contrario, non si differenziano molto tra loro. Tuttavia, una semplice analisi del grafico potrebbe risultare fuorviante dal momento che medie non molto diverse tra loro potrebbero risultare uguali dal punto di vista statistico; per questo motivo oltre alla visualizzazione grafica esistono dei modi per confrontare le medie dei gruppi e capire quali sono statisticamente diverse tra loro e quali no. 

4.1.4. Confronti a priori e confronti post-hoc
A fronte di un'analisi della varianza significativa, per sapere quali medie si differenziano tra loro è possibile fare due tipologie di confronti: i confronti a priori e i confronti a posteriori. 
I confronti a priori (chiamati anche confronti pianificati o contrasti) sono confronti già programmati nella fase iniziale della ricerca, ovvero prima della raccolta dei dati e dell'analisi dei risultati. I confronti a priori sono utili quando lo sperimentatore ha già delle ipotesi sulle differenze tra medie che incontrerà e vuole verificare se queste differenze sono sufficientemente grandi da poter essere imputate a un effetto dovuto alla variabile indipendente e non solo a fattori casuali. Nella pratica sperimentale però non è sempre possibile pianificare a priori i confronti; in questi casi è più conveniente basarsi su quanto suggeriscono i dati sperimentali attraverso i confronti a posteriori.

I confronti a posteriori (più solitamente detti post-hoc) sono dei test che testano le differenze tra le medie dei gruppi e si utilizzano dopo che si è stabilita la significatività dell'analisi della varianza. Di fatto i confronti post-hoc effettuano i confronti tra le medie dei gruppi prese a due a due, proprio come faremmo se usassimo un t-test a campioni indipendenti. Perché allora utilizzare i test post-hoc e non il t-test a campioni indipendenti? La risposta sta nel fatto che ogni volta che si fa un test inferenziale si stima la probabilità di commettere un errore rifiutando l’ipotesi nulla quando è vera; più test si conducono, più aumenta la probabilità di rifiutare l’ipotesi nulla anche se essa è vera, quindi l'errore di primo tipo. In generale, facendo k t-test il nostro errore diventerebbe sempre più grande e sicuramente maggiore di 0.05. I post-hoc cercano quindi di calcolare, usando tecniche diverse, le probabilità associate ai vari confronti tra le medie prese a due a due in modo tale che la probabilità di errore nell'inferenza non superi l'alfa critico 0.05. Esistono molte procedure di confronti post-hoc: LSD (Least Significant Difference), SNK (Student-Neumann-Kouls), Bonferroni, Sidak, Scheffé, Tukey HSD (Honesty Significant Difference), Duncan, Hochberg, Gabriel, Waller-Duncan, Dunnett, Tamhane, GamesHowell. I confronti post-hoc possono inoltre essere divisi in due tipologie principali:

· nei confronti multipli, si hanno tutti i confronti a due a due tra i gruppi in maniera estesa ma, per variabili indipendenti con tanti gruppi, la lettura rischia di essere un po' ridondante;

· i sottoinsiemi omogenei sono di più immediata lettura perché raggruppano in un insieme i gruppi con medie statisticamente uguali e separano in diversi insieme i gruppi con medie statisticamente diverse. quali gruppi hanno medie non statisticamente differenti.

Riprendendo l'esempio sopra presentato, per valutare quali medie di piacevolezza si differenziano tra loro analizziamo due tipi di confronti post-hoc:
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Il test di Bonferroni è un esempio di post-hoc con confronti multipli: nella tabella troviamo per esteso tutti i confronti possibili tra i gruppi di forma; per vedere quali gruppi si differenziano osserviamo le probabilità associate a ciascun confronto: i gruppi che si differenziano sono il gruppo 1 dal gruppo 2 (p < .001) e il gruppo 1 dal gruppo 3 (p = .001); al contrario i gruppi 2 e 3 non si differenziano tra loro (p = 1.00). Come si era ipotizzato guardando il grafico delle medie, la media di piacevolezza risulta statisticamente diversa per le forme squadrate rispetto alle forme arrotondate e alle forme miste; forme arrotondate e forme miste, invece, sono considerate ugualmente piacevoli. 
Il test post-hoc SNK è invece della tipologia dei sottoinsiemi omogenei. All'interno delle due colonne (i due sottoinsiemi) troviamo le medie di piacevolezza dei vari gruppi; le medie che si trovano all'interno dello stesso sottoinsieme non si differenziano tra loro, mentre le medie che si trovano in diversi sottoinsiemi sì: la media del gruppo 1 (forme squadrate) è in una colonna a sé stante perché si differenzia da quella del gruppo 2 e del gruppo 3; la media del gruppo 2 e quella del gruppo 3 si trovano all'interno dello stesso sottoinsieme perché non sono considerate statisticamente differenti
. 
4.2. ANOVA fattoriale
Finora abbiamo delineato il caso di un'analisi della varianza con una variabile dipendente e una variabile indipendente. Tuttavia nella maggior parte delle ricerche sperimentali (come nell'esempio sopra presentato), il disegno prevede più variabili indipendenti incrociate: nei disegni fattoriali ogni gruppo di partecipanti rappresenta una combinazioni di livelli delle variabili indipendenti. Nell'ANOVA fattoriale si testa l'effetto di ogni variabile indipendente sulla dipendente calcolato come se fosse costante in tutti i livelli delle altre variabili indipendenti. Tale effetto è chiamato effetto principale; avremo tanti effetti principali quante sono le variabili indipendenti.  Il concetto è simile a quello dell'effetto della VI nella regressione multipla: si valuta l'effetto di ogni VI sulla VD, calcolato parzializzando le altre VI. L'interpretazione degli effetti principali segue gli stessi passi delineati per l'ANOVA a una via. Oltre agli effetti principali, però, l'analisi della varianza fattoriale verifica anche se nel modello è presente un effetto di interazione: se tale effetto risulta significativo (e dunque siamo in presenza di un'interazione), l'effetto di una VI cambia nei diversi livelli dell'altra VI; si dice che gli effetti di una VI sono condizionali ai diversi livelli dell'altra. In presenza di un’interazione, gli effetti principali vanno interpretati come effetti medi rispetto ai diversi livelli dell’altra variabile indipendente.

Riprendiamo l'esperimento sulla piacevolezza degli stimoli e conduciamo questa volta un'analisi della varianza fattoriale con forma e colore come VI e piacevolezza come VD: 
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L'effetto principale della forma (riga di “forma”) risulta statisticamente significativo anche nell'ANOVA fattoriale: F (2, 145) = 19.82, p < .001; tenendo costante il colore, le medie di piacevolezza risultano differenti a seconda del gruppo di forma (per sapere quali sono le medie che si differenziano dovremmo quindi andare a vedere i post-hoc). Anche l'effetto principale di colore (riga di “colore”) risulta statisticamente significativo: F (1, 145) = 22.11, p < .001; tenendo costante l'effetto della forma, le medie dei gruppi di colore risultano statisticamente diverse. Essendo la variabile colore dicotomica, sappiamo senza bisogno di fare i post-hoc che la media di piacevolezza per gli oggetti chiari è statisticamente differente dalla media di piacevolezza per gli stimoli scuri. L'effetto di interazione tra le variabili lo troviamo nella riga “forma*colore”: anch'esso risulta statisticamente significativo, quindi siamo in presenza di un'interazione; per interpretare l'effetto di interazione, è utile osservare il grafico delle medie con entrambe le VI: 
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Quando gli oggetti presentati come stimolo sono di colore chiaro (riga verde), la piacevolezza è massima per le forme miste mentre diminuisce per le forme arrotondate e per quelle di forma squadrata; quando gli oggetti presentati sono di colore scuro (riga blu) la piacevolezza è maggiore per le forme arrotondate, mentre diminuisce per le forme miste e per le forme squadrate in maniera quasi uguale. Se consideriamo le forme squadrate notiamo che non esiste una grande differenza tra la piacevolezza degli oggetti scuri e di quelli chiari; se consideriamo le forme arrotondate, la piacevolezza per oggetti scuri e chiari è praticamente uguale. Considerando invece le forme miste, notiamo che l'effetto del colore cambia radicalmente l'interpretazione della piacevolezza: per gli oggetti scuri, infatti, la piacevolezza diminuisce in maniera notevole; al contrario è massima quando gli oggetti sono di colore chiaro. Nell'insieme, il modello spiega il 46% della varianza di piacevolezza, con R-quadrato = .46; rispetto al modello precedente di analisi della varianza a una via, la varianza spiegata è aumentata, passando da un R-quadrato di modesta entità a un R-quadrato considerevole.

4.2.1. L'interpretazione dell'interazione
Per l'interpretazione dell'interazione in sostanza si interpreta il grafico delle medie dei gruppi definiti dalla combinazione delle variabili indipendenti. A seconda della forma, si possono distinguere tipi di interazione: ordinale e non ordinale. 

Nell'interazione ordinale gli effetti di una variabile non cambiano interpretazione ai diversi livelli dell’altra variabile indipendente; in presenza di un’interazione di questo tipo una variabile indipendente aumenta gli effetti dell'altra variabile indipendente: un effetto diventa quindi più potente cambiando il livello dell’altra variabile dipendente; si parla in questi casi di moderazione. Per esempio, la soddisfazione sul lavoro (VI) aumenta la soddisfazione generale (VD) per entrambi i livelli di soddisfazione matrimoniale (VI):
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Quando l'interazione è non ordinale, gli effetti di una variabile indipendente cambiano interpretazione ai diversi livelli dell’altra variabile indipendente; in presenza di un'interazione non ordinale l'interpretazione degli eventuali effetti principali è dubbia. Per esempio, alta motivazione (VI) e alte ricompense economiche (VI), se prese singolarmente, aumentano la performance (VD), ma quando sono presenti insieme la peggiorano: 
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4.2.2. Eta quadrato parziale e semi-parziale
Abbiamo visto nell'esempio che l'R-quadrato è aumentato passando dall'ANOVA a una via all'ANOVA fattoriale; questo perché, come nella regressione, aggiungere VI come predittori migliora la spiegazione della varianza della VD. Per sapere il contributo unico di ciascuna variabile indipendente e dell'interazione alla varianza spiegata dall'R-quadrato si può usare un indice chiamato Eta-quadrato parziale; esso rappresenta la varianza spiegata da ciascun effetto, dopo aver rimosso la varianza spiegata dagli altri effetti (sia principali che dell'interazione). L'Eta-quadrato parziale corrisponde al coefficiente di correlazione parziale al quadrato incontrato nella regressione, ed esprime il contributo unico di ogni VI come rapporto tra la variabilità spiegata unicamente da quella variabile indipendente e la variabilità non spiegata dalle altre variabili indipendenti. È espresso in proporzioni di varianza e varia da 0 a 1 e può essere riportato in percentuale. In presenza di una sola variabile indipendente il suo valore è identico al valore dell'R-quadro. Esiste anche l'Eta quadro semi-parziale, che corrisponde all'indice di correlazione semi-parziale al quadrato, e indica la varianza spiegata da una variabile indipendente al netto della relazione con le altre variabili indipendenti; tale indice risulta però poco usato. 

Osservando il valore dell'Eta-quadrato parziale nell'esempio dell'esperimento sulla piacevolezza di forma e colori possiamo notare che il contributo unico più alto alla varianza spiegata dall'R-quadrato è data dall'effetto di interazione (29% della varianza spiegata), seguito dall'effetto della variabile forma (21% di varianza spiegata) e dall'effetto della variabile colore (13% di varianza spiegata):
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5. IL CHI QUADRATO
Il termine chi-quadrato può essere usato sia per indicare una famiglia di distribuzioni di probabilità che per indicare una statistica il cui risultato si distribuisce approssimativamente come la distribuzione di probabilità omonima. In statistica inferenziale, il 
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si applica a variabili misurate a livello nominale e ordinale con lo scopo di veriﬁcare se un valore osservato si discosta o meno da un determinato valore teorico. Esistono tre casi in cui può essere applicato il 
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: 

1. per valutare se una variabile qualitativa si distribuisce casualmente (ovvero se ogni cella della distribuzione di frequenza ha la stessa probabilità) si usa il chi quadrato con ipotesi nulla di equiprobabilità;

2. per determinare se due variabili qualitative siano associate oppure indipendenti tra loro si usa il chi quadrato con ipotesi nulla di indipendenza, si creano cioè le tabelle di contingenza. In questo caso il valore atteso in ogni cella dipende dal prodotto delle probabilità;

3. per verificare se una variabile qualitativa si distribuisce in base a un'ipotesi predeterminata si usa il chi quadrato con modello teorico; in questo caso è lo sperimentatore a stabilire qual è il valore atteso per ogni cella della distribuzione. 

Nei prossimi paragrafi approfondiremo il chi quadrato con ipotesi di indipendenza, illustrando nel dettaglio il calcolo della statistica e la sua applicazione. 
5.1 Chi quadrato di indipendenza
5.1.1. Tabelle di contingenza
La misurazione più semplice che si può fare su una variabile misurata a livello nominale od ordinale è il conteggio delle frequenze. Dal punto di vista della ricerca, può essere interessante rilevare la contemporanea presenza di due variabili qualitative per vedere se fra le due variabili considerate esiste un'associazione oppure se le due variabile possono essere ritenute indipendenti. 

L'obiettivo di questa tipologia di chi quadrato è vedere se esiste una relazione tra le due variabili; per verificarlo, creiamo una tabella di contingenza: 
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Nell'esempio considerato abbiamo due variabili ordinali: il titolo di studio ottenuto dai partecipanti (codificato come licenza media, diploma e laurea) e la loro condizione economica (classificata in bassa, media, alta). In ogni cella della tabella di contingenza troviamo il numero di persone  che presenta una particolare combinazione delle categorie delle due variabili. Per esempio, nella prima cella in alto a sinistra troveremo le 6 persone che hanno la licenza media e sono di condizione economica bassa, nella seconda le 44 persone che hanno il diploma di scuola superiore e sono di condizione economica bassa, nella terza le 23 persone che sono laureate e di condizione economica bassa, e così via. Il conteggio è semplicemente il numero di persone che troviamo in quella cella, mentre il conteggio previsto fa riferimento al concetto di frequenza attesa che verrà ora discusso.  Nella tabella troviamo anche i totali marginali di riga e di colonna: si tratta di quei valori che si trovano al termine di ogni riga e di ogni colonna della tabella; questi valori possono essere trasformati in percentuali e sono fondamentali per il calcolo delle frequenze attese. Nell'esempio, il totale marginale di riga per la condizione economica bassa è di 73 soggetti osservati, mentre il totale marginale di colonna per la licenza media come titolo di studio è di 25 persone osservate. La frequenza attesa è  il conteggio teorico che ci aspettiamo di trovare in ogni cella, in base all’ipotesi di indipendenza, ovvero in base all'ipotesi che le due variabili non siano associate tra loro. Il suo valore si trova con la seguente formula:  

La frequenza attesa di una cella (indicata con fe) è data dal totale di riga (Tr) per il totale di colonna (Tc), il tutto diviso per il totale generale (Tt). Per ciascuna cella della tabella di contingenza si può quindi ottenere una frequenza attesa, da confrontare con la frequenza osservata. I residui sono dati dalla differenza tra frequenze osservate e frequenze attese; il ragionamento è il seguente: se le due variabili sono indipendenti, la differenza tra le due frequenze sarà piccola e le frequenze osservate saranno simili a quelle teoriche, fatta eccezione per limitate fluttuazioni casuali. Se invece in molte celle la differenza tra frequenze osservate e frequenze attese è grande, allora è probabile che le due variabili presentino un'associazione. 

Per analizzare la situazione con più precisione, si ricorre al calcolo del chi quadrato, che è dato dalla sommatoria degli scarti quadratici tra frequenze osservate (fo) e frequenze attese, ponderate sulle frequenze attese: 
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Si elevano al quadrato i residui in modo che le discrepanze in negativo non vengano compensate da quelle in positivo (altrimenti si annullerebbero). Le differenze vengono anche aggiustate in base alla grandezza della frequenza attesa (dal momento che una differenza di 5 può essere considerevole se la frequenza attesa è 2, ma trascurabile se la frequenza attesa è 200). 

5.1.2. Interpretazione del chi quadrato
Il valore del chi quadrato oscilla da 0 a + ∞ (essendo un indice quadratico, è sempre positivo) e aumenta all’aumentare della grandezza degli scarti tra frequenze osservate e attese. Come per gli altri test inferenziali, stabiliamo quali siano l'ipotesi nulla e l'ipotesi alternativa. 

Nel caso del chi quadrato i significati delle ipotesi nulla e alternativa sono i seguenti: 

· H0 = non c’è associazione tra le variabili, le due variabili sono indipendenti;

· H1 = c’è un'associazione tra le variabili; le variabili non sono indipendenti. 

Per decidere se accettare H0 o H1  si utilizzano i livelli di significatività già illustrati nei capitoli precedenti. Il modo più immediato per vedere se accettare H0 o H1 consiste nel confrontare tale significatività o probabilità associata con il valore alfa scelto (useremo .05):
· Se sig. > 0.05 → Si accetta H0.

· Se sig. < 0.05 → Si rifiuta H0 e si accetta H1.
Un altro modo per decidere se accettare H0 o H1 è individuare, attraverso le tavole della distribuzione del chi quadrato, il valore critico (ovvero quel valore teorico soglia al di sotto del quale si accetta l’ipotesi nulla) per tot gradi di libertà, e confrontarlo con il valore del chi quadrato trovato:

· Se 
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< valore critico → Si accetta H0.

· Se
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> valore critico → Si rifiuta H0 e si accetta H1.
I gradi di libertà nel chi quadrato fanno riferimento al numero di celle libere di variare in una tabella a doppia entrata. La formula generale per calcolare i gradi di libertà di una tabella di contingenza è data dalla moltiplicazione del numero di righe meno 1 per il numero di colonne meno 1: gdl = (r – 1) * (c – 1). Il valore critico può essere trovato sulle tavole del chi quadrato incrociando il livello di significatività scelto con il numero dei gradi di libertà trovati. 
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Immagine che mostra graficamente la curva di distribuzione del chi quadrato e la soglia entro la quale si accetterà l'ipotesi alternativa invece che l'ipotesi nulla
. 
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Tornando all'esempio sopra presentato possiamo andare a valutare il valore della statistica trovata: 

Il valore del chi quadrato è .12 con 4 gradi di libertà. Dal momento che la probabilità associata al test è .998, quindi p > .05, concluderemo che il chi quadrato non è significativo: accettiamo pertanto l'ipotesi nulla; le variabili condizione economica e titolo di studio non risultano associate tra loro, ma si configurano come indipendenti. Se si preferisce invece confrontare il valore del chi quadrato con il rispettivo valore critico, si procederà andando a individuare sulla tavola del chi quadrato il valore critico da considerare, che nel nostro caso è 9.49
: 
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Dal momento che il valore del chi quadrato è minore del valore critico individuato sulle tavole, anche attraverso questa procedura concludiamo accettando l'ipotesi nulla:
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= .119 < 9.49. Le due variabili possono essere considerate indipendenti tra loro. 

5.1.3. Alcune restrizioni sull'uso del chi quadrato
Perché il chi quadrato sia calcolabile, ci sono alcune condizioni che devono essere soddisfatte: innanzitutto, i dati devono essere indipendenti fra loro; questo significa che ogni caso statistico deve trovarsi in una sola cella della distribuzione. In secondo luogo, perché i risultati del test siano validi e quindi interpretabili, è necessario che le frequenze attese abbiano un valore uguale o maggiore di cinque. Se vi sono delle caselle con valori minori di 5 (e il numero di queste celle è uguale o superiore al 20% delle celle), il chi quadrato non si approssima alla sua distribuzione di probabilità e i risultati possono essere distorti; quando questo accade, è possibile intervenire in diversi modi: 

· alcuni autori suggeriscono di usare la correzione di continuità di Yates; 

· altri autori suggeriscono di accorpare (cioè unire) alcune categorie di una delle due variabili (o di entrambe) per avere totali di riga o di colonna più elevati; 

· altri ancora suggeriscono di usare il logaritmo del chi quadrato, ovvero il corrispondente loglineare della statistica (indicato in SPSS come rapporto di verosimiglianza).

Questi metodi servono per correggere il chi quadrato distorto ed evitare di trovare una statistica significativa laddove invece non ci sarebbe. Riprendendo l'esempio su condizione economica e titolo di studio, riportiamo la tabella di contingenza e quella del test prima che intervenissimo accorpando alcune categorie delle variabili: 
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Come si può notare, sotto alla tabella con il test del chi quadrato è riportata la dicitura: “12 celle (48.0%) hanno un conteggio previsto inferiore a 5”; andando a osservare la tavola di contingenza possiamo individuare le celle problematiche: si tratta, per esempio, di tutte le celle della colonna Licenza media, che hanno come conteggio previsto numeri inferiori al 5. Dal momento che il numero di celle problematiche è alto (12 celle, ovvero il 48% del totale delle celle), il chi quadrato risulta del tutto distorto. Un'opzione possibile è quella di interpretare la riga del rapporto di verosimiglianza oppure calcolare la correzione di continuità di Yates; per semplicità e per maggiore sicurezza (dato che le condizioni in cui è possibile usare la correzione di Yates e il rapporto di verosimiglianza non sono sempre chiare), si è preferito piuttosto ricodificare le due variabili unendo le categorie in modo da far aumentare il valore del conteggio previsto.
5.1.4. I residui standardizzati
Nell'esempio presentato il chi quadrato non risultava significativo, pertanto si è accettata l'ipotesi che le due variabili fossero indipendenti. A fronte di un chi quadrato significativo, e quindi di un'associazione tra le variabili, ci si potrebbe domandare quali siano le celle responsabili della significatività della statistica. In altre parole: se l'associazione tra due variabili qualitative dipende dalle discrepanze tra frequenze osservate e frequenze attese, in quali celle questa differenza è tanto grande da rendere significativo il chi quadrato? Nella prima tabella di contingenza presentata, oltre ai conteggi osservati e ai conteggi previsti, figuravano i residui; come abbiamo detto, questi erano dati dalla differenza tra frequenze osservate e frequenze attese, “pura”: per esempio, nel caso della cella “Licenza media x Condizione economica bassa”, ci aspettavamo di trovare 6.3 persone ma ne abbiamo osservate solo 6; il residuo era quindi dato da 6 – 6.3 = -.3. 

Per vedere quali celle sono responsabili della significatività del chi quadrato si fa  riferimento  ai residui standardizzati (qui indicati con r), calcolati con la formula: 
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Quando il chi quadrato risulta significativo, si procede guardando il valore dei residui standardizzati; le celle responsabili della significatività saranno quelle in cui il residuo standardizzato è maggiore di |2|, a prescindere dal segno. Possiamo poi anche andare ad analizzare il segno dei residui per sapere che direzione ha l'associazione in una determinata cella: 

· se il residuo è positivo, il valore osservato è più grande del valore atteso; nella cella ci sono più persone di quelle che avevamo previsto nel caso in cui le variabili non fossero state associate; 

· se il residuo è negativo, il valore atteso è più grande del valore osservato; nella cella che ci sono meno persone di quelle che ci saremmo aspettati nel caso in cui le variabili non fossero state associate. 

Si tenga comunque presente che l'associazione trovata tra due variabile non implica mai, dal punto di vista statistico, una relazione di causa-effetto e, nel caso del chi quadrato (così come per la correlazione), nemmeno che ci sia una direzione stabilita dell'effetto: dire che la variabile condizione economica è associata con la variabile titolo di studio (ipotizzando di aver trovato un chi quadrato significativo) equivale a dire che le due variabili si influenzino a vicenda; non possiamo sapere se il verso dell'associazione è uno solo (da una variabile all'altra ma non viceversa) né qual è la sua direzione. 
5.1.5. Ampiezza dell’effetto (Effect size)
L'effect size (o ampiezza dell'effetto) indica la forza dell'associazione eventualmente trovata tra due variabili. Nel caso del chi quadrato, si possono utilizzare due coefficienti: la φ  e la V di Cramer. Il coefﬁciente φ è già stato presentato brevemente nel capitolo sulla correlazione: si tratta di un indice di correlazione da usare nel caso in cui le variabili siano entrambe dicotomiche. Nel contesto del chi quadrato può essere anche utilizzato per capire quanto è forte l'effetto di associazione trovato, a fronte di un chi quadrato significativo. Il coefficiente φ viene utilizzato quando la tabella di contingenza è una 2x2 (ovvero si hanno 4 celle); nel caso in cui la tabella sia più grande di una 2x2, si interpreterà la V di Cramer. 

6. L'ANALISI FATTORIALE
Per analisi fattoriale (AF) si intende un insieme di metodi statistici che consente, a partire da un set di variabili osservate (per esempio, una serie di item di un questionario), di estrarre un numero limitato di variabili latenti o sottostanti, al fine di riassumere i dati iniziali in un modello semplificato e sintetico, capace però di contenere le informazioni del set partenza e di rappresentarne al meglio la variabilità. Si tratta quindi di una metodologia che ha l’obiettivo di descrivere le molte variabili osservate in funzione di poche variabili latenti, ossia non direttamente osservabili (per esempio un tratto di personalità come l'estroversione), chiamate fattori, che si suppone raggruppino parte della variabilità osservata negli item.
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Attraverso l'analisi fattoriale si riesce a descrivere la variabilità delle variabili osservate in maniera più parsimoniosa e prestando attenzione all'interpretabilità delle relazioni tra le variabili, ma si perde un po' in precisione: la variabilità che i fattori comuni non riescono a catturare viene chiamata errore o unicità. 

Esistono due tipi di analisi fattoriale: 
· AF esplorativa (AFE), quando si parte dai dati empirici senza avere un'ipotesi del numero di fattori latenti che sottostanno alle variabili analisi; la forma del modello è decisa da un algoritmo e l'obiettivo è accorpare le variabili. All'interno di questa categoria ricadono alcuni modelli di AF, come l'analisi delle componenti principali e l'analisi dei fattori comuni; 
· AF confermatoria (AFC), quando si parte da un'ipotesi sul modo in cui i fattori latenti descrivono il set di variabili e l'obiettivo è quello di confermare e verificare il modello teorico; in questo caso la forma del modello è decisa dai ricercatori. Un esempio di AF confermatoria sono i modelli LISREL. 
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Analisi fattoriale esplorativa


    Analisi fattoriale confermatoria 
Alcuni concetti sono utili per ogni tipo di analisi fattoriale, indipendentemente dalle differenze tecniche tra queste tipologie. AF esploratori e AF confermatoria hanno direzioni diverse ma la medesima origine: una matrice di correlazione tra le variabili osservate. Il punto di partenza di un’analisi fattoriale è una matrice di correlazione (calcolata mediante il coefficiente r di Pearson), mentre quello di arrivo è costituito da una matrice fattoriale, ovvero una misura delle relazioni tra le variabili osservate e i fattori latenti. Lo scopo dell’analisi fattoriale può essere definito anche come l’estrazione di un numero ristretto di fattori che riproducano al meglio la matrice di correlazione osservata. L'idea è che le variabili osservate correlino perché condividono un fattore sottostante; si cerca quindi di creare delle nuove variabili (i fattori) che combinino le variabili osservate molto correlate fra loro e separino le variabili non correlate fra loro. 
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Le correlazioni tra le variabili osservate e fattori latenti sono chiamate pesi fattoriali o saturazioni fattoriali. L’obiettivo dell’analisi fattoriale consiste nell’individuazione di una soluzione fattoriale in cui ciascuna variabile osservata correli o saturi bene su un solo fattore e correli o saturi poco o per nulla sugli altri fattori. 

Potremmo illustrare i principi base di tale analisi attraverso un'analogia con una tavolozza da pittore: abbiamo a disposizione solo i tre colori primari, rosso, giallo e blu, ma sappiamo che mescolando i colori primari possiamo ottenere un numero più elevato di colori secondari (ed eventualmente terziari), che possono avere a loro volta molte sfumature. Questo numero elevatissimo di colori ha alla base i tre colori primari utilizzati inizialmente nella tavolozza; i colori primari rappresentano quindi i fattori e quelli secondari e terziari le variabili osservate. L’analisi fattoriale consente dunque di risalire ai colori primari partendo da quelli secondari e terziari osservati. Tuttavia un colore derivato può contenere più pigmento di un certo colore primario e meno pigmento di un altro colore primario (per esempio, il rosa contiene rosso ma non giallo); può esistere cioè una "saturazione" maggiore o minore di un certo colore su ciascun pigmento. La soluzione fattoriale migliore si ha quando ogni colore derivato satura bene su un solo colore primario. 

In tutte le varianti di analisi fattoriale il fine è quello di estrarre una serie di fattori che siano al “centro” dell'insieme di variabili. Applicando la rappresentazione vettoriale possiamo rappresentare due variabili x e v come dei vettori. Il fattore comune deve cercare di rappresentare al meglio la variabilità delle due variabili, per questo possiamo immaginare che si debba trovare al centro rispetto a x e v, in modo da minimizzare contemporaneamente l’angolo con x e v.  Dato che più l’angolo è piccolo più la correlazione è alta, il miglior fattore sarà quello che massimizzerà le correlazioni con le variabili osservate. 
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Se si hanno più di due variabili il fattore cercherà di porsi in mezzo a tutte ma ovviamente le correlazioni con il fattore saranno differenti per le diverse variabili: 
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Dato che la correlazione al quadrato indica la varianza condivisa, possiamo anche dire che il miglior fattore è quello che meglio cattura la varianza condivisa tra le variabili; la varianza spiegata dal fattore sarà la somma delle varianze che condivide con ogni singola variabile, ovvero la somma dei quadrati delle correlazioni tra variabili e fattori: 
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La varianza spiegata dal fattore è data dalla somma del quadrato della correlazione tra fattore e variabile 1 + il quadrato della correlazione tra fattore e variabile 2 + il quadrato della correlazione tra fattore e variabile 3, e così via. La quantità di varianza spiegata dal fattore è chiamata autovalore. 

Tale fattore cercherà di spiegare quanta più varianza possibile ma non necessariamente riuscirà a catturarla tutta; per questo motivo si può considerare di estrarre più di un fattore dall'insieme di variabili. Comunemente si visualizza lo spazio fattoriale mediante gli assi fattoriali e le variabili rappresentate come punti con coordinate uguali alle correlazioni con i fattori; l’estrazione di k fattori definisce uno spazio a k dimensioni dove tutte le variabili sono rappresentate mediante coordinate uguali alle correlazioni con i fattori (per più di 3 fattori, si possono visualizzare a 2 a 2). 
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Ogni soluzione fattoriale può essere rappresentata, oltre che geometricamente, anche in una matrice numerica composta da: 

· il grafico degli autovalori, dove sono elencate le quantità di varianza spiegate da ciascun fattore; 

· la tabella delle saturazioni, dove sono presentate le correlazioni tra gli item e ciascuno dei fattori estratti. 

Nel prossimo paragrafo approfondiremo le principali caratteristiche dell'analisi fattoriale esplorativa e il modo in cui deve essere condotta. 
6.1. Analisi fattoriale esplorativa
I requisiti minimi da soddisfare prima di fare un'AFE sono i seguenti: 

· avere variabili misurate su scale a intervallo o rapporto;

· le variabili dovrebbero seguire la distribuzione normale o almeno approssimarsi a essa;

· i valori anomali dovrebbero essere esclusi perché possono alterare le correlazioni;

· è necessario avere un campione cospicuo di soggetti (almeno 100-200). 

Prima di concentrarci sull'esecuzione di un'AFE, è opportuno verificare la fattorizzabilità della matrice di correlazione delle variabili. Perché un’analisi fattoriale possa produrre dei fattori rilevanti è necessario che la matrice di correlazione contenga valori elevati accanto ad altri di bassa entità; avremo quindi sia variabili che correlano bene tra loro, che variabili che non correlano bene tra loro, e questo potrebbe essere d'aiuto per ottenere una soluzione fattoriale semplice, in cui ogni variabile satura bene su un solo fattore o praticamente semplice, in cui il numero di variabili che non saturano bene (o che saturano su entrambi i fattori, se ne sono stati estratti più di uno) è relativamente piccolo, circa meno del 10% del numero delle variabili. 

6.1.1. Individuazione dei fattori da considerare
Ottenuta la matrice di correlazione e valutata la sua fattorizzabilità, si va a determinare quanti e quali siano i fattori utili per spiegare la variabilità delle variabili. Le diverse tipologie di AFE si differenziano per il metodo di estrazione dei fattori ma, con un numero elevato di variabili, si equivalgono tutti. Una volta estratti i fattori, bisogna individuare il numero di fattori da tenere; tale decisione si basa essenzialmente su tre criteri : 

1. secondo il criterio Mineigen o di Kaiser-Guttman, sono da tenere solo quei fattori con autovalore maggiore di 1; dal momento che l'autovalore indica la quantità di varianza spiegata da quel fattore e che una variabile osservata spiega sempre 1 (cioè sé stessa), tenere i fattori che hanno un autovalore maggiore di 1 significa tenere i fattori che spiegano più di una variabile. Lo scopo dell'analisi fattoriale è avere una descrizione sì accurata, ma sintetica e parsimoniosa, e questo criterio ci permette di escludere tutti i fattori che non risultano utili nello spiegare la variabilità delle variabili osservate;

2. secondo il terzo criterio è consigliabile estrarre un numero di fattori tale da raggiungere almeno il 70 o 75% di varianza spiegata dalla soluzione fattoriale (ovvero da tutti i fattori insieme)rispetto alla varianza totale 

3. nello scree-test (o grafico decrescente degli autovalori) vengono rappresentati su un piano cartesiano gli autovalori ordinati in base all'autovalore, in modo tale da formare una retta; secondo questo criterio sono da tenere i fattori che si elevano rispetto al punto di flesso. Per Harman il punto di flesso è da escludere, mentre secondo Cattell è da includere; 
[image: image180.png]piacevolezza

Softoinsizme,
foma | N ! 2

Student Newman-Keulss 1 50 | 4889253

b 3 59 1887920
2 42 3168461
sign 1,000 501

Vengono visualizats e medie peT 1 QrUppI N sotomnsiemi omogene
Sibasa sulle medie ossenvate.
Iitermine di srrore & media quadratica(errore)

90
a. Utilizza dimensione del campione della media armonic;

49,376,

b. Le dimensioni dei gruppi non sono uguali. Viens utiizata 1a media
armonica delle dimensioni dei gruppi. livelidi erfore di tipo I non sono
garaniit

¢ Alfa= 0,05





Illustriamo nel dettaglio i tre criteri. Guardiamo per primo il grafico degli autovalori: nella prima colonna troviamo i fattori estratti; nella seconda colonna, gli autovalori, ovvero le quantità che indicano quanta varianza spiega quel determinato fattore; nella terza colonna possiamo osservare la quantità di varianza spiegata espressa in percentuale. Nell'ultima colonna, infine, abbiamo la quantità di varianza spiegata cumulata, cioè sommata rispetto a più fattori. Per il primo criterio, di Guttman, decidiamo di tenere i primi due fattori, che hanno autovalori di 4.96 e 3.74, entrambi maggiori di 1. Notiamo poi che la percentuale di varianza spiegata dai due fattori assieme supera il 75%, dal momento che insieme spiegano l'87% della varianza totale (in particolare, il primo da solo spiega il 49.61% e il secondo il 37.42%). Andiamo ora a osservare lo scree-test : 
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Se consideriamo di escludere il punto di flesso corrispondente al terzo fattore (come indicato da Harman), allora lo scree-test ci conferma l'estrazione dei primi due fattori, che esulano chiaramente dal resto della retta e si innalzano al di sopra del punto di flesso. In alternativa, potremmo decidere di considerare anche il terzo fattore (il punto di flesso) ma, dal momento che in questo caso l'autovalore del terzo fattore è piuttosto basso (.53), è da preferire l'esclusione. 

Recentemente è stata sviluppata un nuovo metodo per la determinazione del numero di fattori da considerare, l'analisi parallela. Tale analisi prova ad individuare in modo meno soggettivo e più formalizzato rispetto allo scree-test la soglia al di sotto della quale gli autovalori vanno considerato come rumore di fondo e non varianza legata a dei “veri” fattori. L'analisi parallela calcola gli autovalori ottenuti in dati casuali (in cui non ci sono fattori) con lo stesso numero di casi e di variabili rispetto ai dati osservati. Viene quindi generato un numero sufficientemente ampio di campioni casuali (per esempio, 100) su cui vengono calcolati gli autovalori. In questo modo è poi possibile calcolare la media degli autovalori ottenuti nei diversi campioni casuali e l'intervallo di confidenza intorno alla media. Il numero di fattori da estrarre viene quindi determinato confrontando le medie degli autovalori casuali con quelli osservati ed estraendo solo gli autovalori maggiori di quelli casuali. In genere, qualunque sia il criterio utilizzato, si ritiene che il rapporto tra fattori e variabili osservate debba essere, al massimo, di 1 a 3: non più di un fattore ogni tre variabili osservate. 

6.1.2. Interpretazione delle saturazioni
Una volta estratto un numero limitato di fattori, si pone il problema di identificare cosa essi rappresentino in termini di contenuto: quali dimensioni indicano i fattori individuati? Per rispondere a questa domanda si andrà a guardare la matrice delle saturazioni fattoriali; ricordiamo che la saturazione fattoriale indica quanto è alta la correlazione tra il fattore e la variabile. La saturazione è considerata sostanziale quando supera ± .35; interpreteremo quindi il fattore come quel costrutto, quel tratto o quella dimensione che accomuna gli item con saturazione maggiore di ± .35. 
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La somma dei quadrati in colonna corrisponde alla varianza spiegata, cioè all'autovalore del fattore considerato (nell'esempio, 4.96).
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La somma dei quadrati in riga indica invece quanta varianza di quella variabile è spiegata da tutti i fattori estratti, considerati insieme. Tale quantità è denominata comunanza.
Quando la soluzione è semplice (ogni variabile ha una sola saturazione sostanziale) o praticamente semplice (il numero di variabili che saturano su più fattori o non saturano bene su nessuno è relativamente piccolo), useremo gli item che meglio saturano sul fattore per interpretarne il significato. Se la soluzione si compone di un solo fattore estratto, tutti le variabili che non saturano bene su quel fattore devono essere eliminate dall'analisi, in modo tale che la soluzione diventi semplice. Nelle soluzioni con più di un fattore, invece, bisogna considerare le saturazioni di ogni variabile su tutti i fattori: in una soluzione multifattoriale ogni fattore è interpretato mediante il significato delle variabili che saturano fortemente su di esso e non saturano per nulla sugli altri fattori; quando la soluzione multifattoriale presenta variabili che non cadono chiaramente su un solo fattore, ma sono in posizione interstiziale rispetto a più fattori si parla di soluzione complessa. 

La matrice sopra presentata è un esempio di soluzione complessa, dato che tutte le variabili considerate saturano bene su entrambi i fattori estratti (con saturazioni da .56 a |.89| per il primo fattore e saturazioni da .43 a .72 per il secondo). In casi come questo, dal momento che abbiamo due fattori, possiamo può procedere con delle rotazioni per rendere la soluzione multifattoriale semplice e migliorare il valore delle saturazioni. 
6.1.3. Metodi di rotazione
Esistono diversi tipi di rotazione degli assi volte a rendere la soluzione il più semplice possibile, che possiamo suddividere in due categorie principali: rotazioni ortogonali e rotazioni oblique. 

La rotazione ortogonale modifica il posizionamento degli assi (ovvero dei fattori) al fine di migliorare la loro posizione all’interno di gruppi omogenei di variabili, mantenendo l'ortogonalità degli assi; attraverso questa rotazione, quindi, i fattori risulteranno non correlati tra loro (come illustrato nel capitolo sulla correlazione, nella rappresentazione vettoriale due variabili non correlate sono poste in maniera ortogonale e formano un angolo retto).

Le variabili rimangono fisse nelle posizioni relative, ma cambiano le loro proiezioni sui fattori. La soluzione ruotata trasforma le saturazioni fattoriali al fine di rendere la soluzione massimamente semplice, quindi dopo aver fatto una rotazione useremo la matrice delle saturazioni ruotata per interpretare i fattori. Dal momento che cambiano le saturazioni, la varianza spiegata dei fattori cambierà in quanto la rotazione rialloca la varianza tra i fattori: i fattori ruotati risulteranno più omogenei in termini di varianza spiegata. La varianza spiegata totale, invece, non aumenta in seguito a una rotazione (altrimenti useremmo la rotazione per spiegare tutto); anche la comunanza (ovvero quanto tutti i fattori estratti spiegano di un singolo item) rimane invariata. Vi sono vari tipi di rotazione ortogonale a seconda dell'algoritmo utilizzato per calcolarle (Varimax, Quartimax, Equamax); la Varimax, una delle più usate, ruota gli assi massimizzando il calcolo nelle righe della matrice: ogni variabile osservata è correlata massimamente con un fattore e nulla con gli altri. 

La rotazione obliqua modifica il posizionamento degli assi (ovvero dei fattori) al fine di migliorare la loro posizione all’interno di gruppi omogenei di variabili, senza mantenere l'ortogonalità degli assi, e quindi l'assunto che i fattori siano tra loro indipendenti (cioè non correlati). Procede quindi come la rotazione ortogonale, ma ruota un asse alla volta senza mantenere l'ortogonalità.

Le relazioni tra fattori e variabili non possono essere espresse semplicemente dalle saturazioni fattoriali dal momento che i fattori sono tra loro correlati. Tali relazioni vengono quindi decomposte in due matrici di pesi: 

· la matrice di struttura mostra le correlazioni variabile-fattore semplici; i valori indicano la correlazione tra variabile e fattore, inclusa quella parte di varianza condivisa con altri fattori 

· la matrice dei modelli mostra le correlazioni parziali variabile-fattore; i valori indicano la correlazione tra variabile e fattore, parzializzando ogni relazione con altri fattori. La matrice dei modelli indica il contributo unico della variabile al fattore, dunque useremo questa per interpretare le saturazioni della soluzione ruotata.  

La soluzione obliqua fornisce anche il valore della correlazione tra i fattori, in una matrice di correlazione di componenti. Quando questa correlazione è bassa (r<.20) la soluzione obliqua non conviene. Vi sono vari tipi di rotazione obliqua, come la Oblimin e la Promax. 

Tornando all'esempio presentato nel paragrafo precedente, riportiamo la matrice delle saturazioni ruotata con il metodo Varimax: 

Notiamo che ora le variabili saturano bene su un solo fattore (nell'immagine sono state omesse le correlazioni con l'altro fattore per semplificarne la lettura, ma risultano tutte inferiori a ± .35), con valori di saturazione molto alti (da .84 a |.97| per il primo fattore e da .87 a .92 per il secondo). Il primo fattore sarà quindi composto dagli items X10, X8, X3, X4 e X5, mentre il secondo dagli items X6, X7, X9, X1 e X2. A questo punto bisognerebbe analizzare gli items nel contesto del questionario da cui sono tratti per avere un'interpretazione sensata dei fattori; se per esempio ci accorgessimo che tutti gli item del primo fattore riguardano il tratto di sensation seeking mentre quelli del secondo fattore la propensione al rischio, potremmo salvare i punteggi fattoriali ottenuti e utilizzare i fattori estratti come nuove variabili (SensSeek e PropRisk) su cui condurre altre analisi. 

6.1.4. Analisi delle componenti principali
L'analisi delle componenti principali (ACP) è una delle tipologie di analisi fattoriale esplorativa. L’algoritmo dell'ACP estrae inizialmente tanti fattori quante sono le variabili osservate; l’estrazione iniziale spiega il 100% della varianza delle variabili, ma tale soluzione non è soddisfacente, dal momento che non può essere considerata né efficiente  né parsimoniosa. Si useranno quindi i criteri sopra illustrati per decidere quanti e quali fattori tenere in modo possano rappresentare in maniera efficiente le relazioni fra le variabili. 

Nell'ACP i fattori sono formati come combinazione lineare (ovvero come somma pesata) delle variabili. Il primo fattore è estratto in modo tale da massimizzare la varianza spiegata rispetto a tutte le variabili, il secondo fattore è estratto in modo tale da massimizzare la varianza non spiegata dal primo, mantenendo l'ortogonalità tra i fattori. Le saturazioni fattoriali sono quindi calcolate per essere massimizzate, sotto il vincolo che F1 e F2 siano ortogonali.


        Estrazione del primo fattore


Estrazione del secondo fattore

7. IL PUNTEGGIO OTTIMALE
Metodi di costruzione, significato e interpretazione
Che cos’è il punteggio ottimale. 
Il punteggio ottimale è un metodo matematico-statistico per dare un valore numerico a qualsiasi categoria che faccia parte di una potenziale scala di misurazione. Si applica a scale ordinali e nominali, ma anche a intervalli se gli intervalli non sono troppo numerosi.

Produce una quantificazione in punti zeta di ciascuna modalità di ciascuna variabile.
Ecco un esempio: Tre domande riguardanti l’uso della lingua italiana, la frequenza della scuola italiana e cittadinanza dei genitori, inserite all’interno di un questionario sul benessere degli studenti delle scuole superiori. Nel testo troviamo la seguente serie di domande: 

1) Di che nazionalità sono i tuoi genitori? 

-entrambi italiani

-uno dei miei genitori non è italiano

-nessuno dei miei genitori è italiano

-altre risposte

2) Quanti anni hai frequentato la scuola in Italia?

-tutti

-la maggior parte

-una piccola parte

-solo quest’anno

3) Con i tuoi familiari tu parli:

-italiano o in dialetto italiano* es milanese, lombardo, ticinese, ligure, veneto, siciliano

-nella lingua di un’altra nazione** es arabo, albanese, cinese, francese, greco, inglese, sloveno, tedesco
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Le domande sono rivolte a studenti di scuole superiori per rilevare la capacità del loro ambiente familiare di rispondere alle esigenze di educazione usando la lingua italiana.

Di seguito vediamo i risultati e le quantificazione delle risposte:
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Alla domanda “Di che nazionalità sono i tuoi genitori”, si può notare che la risposta più frequente è la prima, ovvero “entrambi i miei genitori sono italiani” che ottiene una frequenza di 995 su 1200 e riceverà una quantificazione ottimale  di -0,4. La seconda opzione “uno dei miei genitori non è italiano” ottiene una frequenza di 65 su 1200 e una quantificazione ottimale di 1,2. La terza opzione “nessuno die miei genitori è italiano” ha una frequenza di 123 su 1200 e ottiene una quantificazione ottimale di 2,3. La quarta opzione “altre risposte” ha una frequenza di 15 su 1200 e una quantificazione ottimale di 2,2. Dalle prime analisi emerge che al diversamente dalla prima opzione, le altre sono molto meno frequenti (quindi sono state scelte da meno persone) e ricevono tutte una quantificazione ottimale elevata e positiva. È bene sottolineare che questi sono punti zeta, per cui la media è uguale a zero.
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Anche nella seconda domanda “Quanti anni hai frequentato la scuola italiana”, si osservano le medesime condizioni, anche se con risultati differenti. Si può notare che l’opzione “tutti” è la risposta modale ed ha frequenza maggiore, ottenendo un punteggio ottimale di -0,2. La seconda opzione “la maggior parte” ha frequenza di 82 con punteggio ottimale 2,5. La terza opzione “una piccola parte” ha frequenza 13 ed un punteggio ottimale di 2,3. La quarta opzione “solo quest’anno” ha frequenza 8 ed un punteggio ottimale di 2,7. I mancanti sono solo 2.

[image: image78.png]F14 Con i tuoi familiari tu parli

Punti: Coordinate

Coordinate
del baricentro
Dimensione

Categoria Frequenza 1

4 in ialiano o in un dialetto taliano 1001 -395

2nellalingua di un'alra nazione n 2,568

3un po”in taliano e un po”in un altia 122 1,868

lingua nazionale

4alte risposte 2% 1,851

9 2 1,696

Mancante 2

Normalizzazione principale variabile.




La terza opzione “Con i tuoi familiari tu parli”, la prima opzione ha frequenza 1001 e un punteggio ottimale di -0,3. La seconda opzione ha frequenza 46 e un punteggio ottimale 2,5. La terza opzione a frequenza 122 e punteggio ottimale 1,8. La quarta opzione ha frequenza 25 e punteggio ottimale 1,8. I mancanti sono solo 2.

Per meglio comprendere, bisogna ricordare che i punteggi ottimali sono espressi in punti zeta, per cui i valori più frequenti sono quelli vicino alla media (0). Nel caso specifico, in tutte le domande la prima opzione è quella con punteggi vicino allo zero, mentre i valori lontani dalla media sono attribuiti alle altre opzioni.

Un ulteriore argomento inerente al punteggio ottimale è la quantificazione ottimale. La quantificazione ottimale si basa sul principio che il punteggio totale serve per calibrare le singole risposte. A loro volta, le singole risposte servono a calcolare il punteggio totale. Il procedimento è iterativo e reciproco, e si arresta quando i risultati non cambiano dopo una iterazione (si chiama infatti anche Metodo delle medie reciproche).

Anche se i calcoli sono piuttosto complicati, possono essere descritti in modo relativamente semplice:

-Per  ogni domanda si attribuisce il valore 1 a una modalità (per esempio, alla prima opzione della prima domanda “entrambi i miei genitori sono italiani” si attribuisce 1) e zero alle altre.

-Si calcola la somma per ogni partecipante.

-Nel caso delle tre domande sull’italianità, il punteggio può andare da 0 a 3 poiché vi sono 4 opzioni

Di conseguenza, si procede con la standardizzazione del punteggio in punti zeta. Per ogni domanda, si calcola la media delle risposte alle diverse opzioni. Dunque, il valore 1 A è la media del punteggio totale di coloro che hanno dato la risposta A alla domanda 1, il valore 1B è la media del punteggio di chi ha dato la risposta 1B e così via.

Si può inferire che la risposta A alla domanda 1 (la quale inizialmente aveva una codifica pari a 0 oppure 1) adesso viene codificata con il valore 1A, ossia con la media calcolata con il metodo sopra descritto. Si procede con l’attribuzione della nuova codifica a tutte le risposte. Si continua con il calcolo del punteggio totale, la media di ogni categoria… e si ricomincia da capo.

Per esempio, alla domanda uno, la risposta 1 (“entrambi i miei genitori sono italiani”) viene inizialmente ricodificato con 1, le altre tutte 0. Quindi viene dato 1 alla risposta modale che riguarda la maggior parte degli studenti, ovvero la prima opzione, poi possiamo calcolare il punteggio totale per ciascuna persona e lo vediamo nella tabella azzurra. Per esempio su 1200 studenti, 943 ricevono il punteggio massimo 3. 81, 98,78 ricevono i punteggi più bassi (rispettivamente 2, 1, 0). Calcolando il punteggio della risposta 1 (“Entrambi i miei genitori sono italiani”), otteniamo il punteggio medio 2,94. Il punteggio medio della risposta due è 1,12. Il punteggio medio della risposta numero tre è 0,64. Il punteggio medio della risposta quattro 0,60. La media totale è 2,58. Tuttavia, questo valore per poter essere utilizzato nei calcoli futuri deve essere standardizzato, ovvero trasformato in punto z. I punti zeta sono riportati nell’ultima colonna della tabella verde “codifica intermedia”, così chiamata perché viene usata per fare le iterazioni. Quindi, il punteggio medio della prima opzione 2,94 diventa 0,41 in punti z e così per le altre. Questi valori, la cui media è uguale a zero, sono utilizzati per quantificare provvisoriamente le quattro opzioni di risposta. In altri termini, la risposta 1 ora prende il valore di 0,41. Questo procedimento viene applicato a tutte le altre domande. Si calcola, poi, la media delle singole risposte e si ricomincia il procedimento da capo
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L’iterazione produce dei valori che tendono a stabilizzarsi dopo un certo numero di ripetizioni. Quando non si produce più cambiamento nelle nuove codifiche, l’iterazione si arresta. 
Poiché ogni modalità riceve una quantificazione numerica, tutti gli item della scala sono utilizzabili come una scala a intervalli. Si può calcolare sia il coefficiente alfa di Cronbach sia le correlazioni fra domande, su cui si può ulteriormente applicare l’analisi fattoriale, per accertarsi che ogni item contribuisca alla scala.

Se un item ha una saturazione bassa, non fa veramente parte della scala, e si può eliminare. Dopo l’eliminazione di un item scadente, si ripetono i calcoli e si ottengono nuove quantificazioni ottimali.

A questo punto, è bene chiedersi che cosa accadrebbe se si applicasse questo metodo a delle scale ordinali, le quali sono spesso usate in psicologia.

Il metodo può essere applicato alle scale ordinali di tipo Likert, per verificare la reale congruenza fra posizione ordinale e quantificazione numerica a priori.

Per esempio, la scala di stress scolastico prevede un elenco di 12 frasi. Lo studente deve rispondere quanto ognuna di queste situazioni produce stress. Le risposte sono codificate da valori numerici da 1 (nessuno), 2 (poco), 3 (abbastanza), 4 (molto), 5 (stress estremo). 
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Se facessimo l’analisi completa della quantificazione ottimale, otterremmo una quantificazione ottimale di queste posizioni che però non presentano grandi differenze rispetto alla codifica a priori. In ascissa abbiamo il punteggio a priori (da 1 a 5). In ordinata, invece, abbiamo la quantificazione ottimale. Si può notare che la linea è abbastanza dritta e ci informa che queste quantificazioni non sono tanto distanti dalla quantificazione ottimale. Quindi, il punteggio a priori, in questo caso, è legittimato. Anche se si tratta di una scala ordinale iniziale, l’attribuzione di questi numeri interi è più che accettabile
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Vediamo un’altra applicazione usando delle coppie di aggettivi come prescritto dal differenziale semantico. L’analisi fattoriale ha individuato quattro fattori nelle coppie di aggettivi usate per definire il valore simbolico-affettivo degli esami universitari, in un campione di studenti. Analizziamo la scala della Dimensione ansiogena degli esami (solo una parte degli item, per semplicità di esposizione).
In questo esempio di differenziale semantico il punteggio intero a priori va da 1 a 7 e indica la polarità delle coppie di aggettivi:

· 1 2 3 aggettivo a sinistra, 

· 4 neutro, equidistante,  

· 5 6 7 aggettivo di destra

Per esempio, per la coppia coinvolgenti – noiosi, il punteggio 1 significa che gli esami sono considerati molto coinvolgenti, il punteggio 5 invece indica leggermente noiosi

Punteggio intero a priori: valore numerico con numeri naturali attribuibili dal ricercatore senza nessuna conoscenza della variabile soggiacente alla misurazione

Se noi applicassimo l’analisi fattoriale a un insieme di coppie, otterremmo dei fattori. Fra questi fattori la dimensione ansiogena è stata individuata ed in mezzo a questa dimensione si trova una coppia (coinvolgenti-noiosi) e la trasformazione ottimale di questo item è quella che vediamo nel grafico. Si tratta di una linea abbastanza retta, vi è una certa distanza tra l’uno e il due e il due e il tre che è un po’ più grane rispetto alla distanza tra gli altri punti, ma complessivamente possiamo dire che l’attribuzione a priori è ancora legittimata
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L’item rimandabili-improrogabili non costituisce un buon item perché la codifica ottimale è molto diversa rispetto al punteggio a priori
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Di seguito, verrà riportato il procedimento in SPSS. I passaggi da selezionare sono:                                           Menu Analizza ( Riduzione delle dimensioni ( Scaling ottimale

Controllare di aver selezionato la voce “ tutte le variabili sono nominali multiple” e la voce “un insieme”. Le altre opzioni costituiscono problemi più complessi che non verranno trattati ora. 
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Dalla finestra che compare col comando precedente dobbiamo scegliere le variabili da selezionare. In questo caso abbiamo scelto le variabili f12, f13, f14 che abbiamo visto prima. Clicchiamo su “output”, per avere la quantificazione stampata. Compare una finestra dove le riappariranno nella parte sinistra le variabili già selezionate, le quali dovranno essere trasferite nella parte in alto a destra, per avere la stampa dei punteggi
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Se volessimo anche una rappresentazione grafica di queste quantificazioni, allora dovremmo cliccare dalla finestra principale il pulsante “variabili”. Dalla finestra che compare, di nuovo, scegliamo le variabili che ci interessano e le portiamo nella finestra in alto a destra. Se invece volessimo salvare le quantificazioni, dobbiamo decidere se vogliamo salvare anche  i punteggi fattoriali delle variabili latenti (nel caso dell’italianità abbiamo un punteggio fattoriale per ogni singolo studente). 

Si possono salvare:

1. I punteggi fattoriali delle variabili latenti

2. Le variabili osservate ricodificate con il punteggio ottimale
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Abbiamo, però, tre variabili osservate che vengono ricodificate col punteggio ottimale. Si possono  usare queste tre variabili originali osservate e ricodificate per sottoporle ad altri tipi di analisi, per esempio l’analisi fattoriale. Bisogna premere il pulsante “salva” e otteniamo la finestra seguente (prima immagine). Se vogliamo salvare la dimensione, bisogna selezionare salva punteggio nel dataset attivo. Bisogna fare attenzione al numero di variabili da calcolare nella schermata precedente: il valore prestabilito è 2, e se vogliamo 1 dimensione dobbiamo modificare il numero nella schermata precedente. Se, invece, volessimo salvare le singole variabili, in questo caso tre domande, spuntiamo l’opzione in alto a destra salva variabili trasformate nel dataset attivo al fine di salvare la quantificazione per le variabili osservate. Le altre opzioni sono complicate e non verranno utilizzate.
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Dopo aver salvato le variabili, cambiamo il nome alla variabile appena ottenuta, facendo clic sulla variabile appena creata da SPSS (chiamata OBSCO1 e noi la chiamiamo Attegg). Se chiedessimo una o più analisi, SPSS userebbe dei suffissi per individuare i punteggi fattoriali (es OBSO2_3 indica che è la seconda variabile della terza  analisi che abbiamo richiesto). Per ottenere la distribuzione perequata, che segue cioè la distribuzione di frequenza della curva di Gauss, si possono redistribuire i punteggi, accumulandoli o rarefacendoli in accordo con la curva gaussiana. Per ottenere questo redistribuzione, usare il menu Trasforma di SPSS.
Per esempio, la distribuzione della scala di atteggiamento è triangolare, ma non normale e in più vi sono dei casi estremi.
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In SPSS andiamo su Menu(Trasforma(Rango casi e otteniamo questa finestra. In variabili mettiamo la scala che abbiamo appena creato (ATTEGG) e facciamo click su tipo di rango per avere la trasformazione. Togliamo la spunta a rango e mettiamola su punteggi normali per avere i punteggi perequati. 
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Clicchiamo su continua e otteniamo una nuova variabile chiamata NAttegg e con l’etichetta normal score of Atteg using Blom’s formula. Spss crea una nuova variabile perequata che chiama con lo stesso nome a cui premette la lettera N
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Nel grafico vediamo la differenza tra “Attegg” e “NAttegg”, in altre parole vediamo la corrispondenza tra i punteggi ottimali e i punteggi perequati, secondo la distribuzione gaussiana. Si può notare che vi è grande somiglianaza tra le variabili, anche la corrispondenza è molto buona, anche se la nuova variabile è piu compatta
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La distribuzione della nuova variabile è normale e lo vediamo dal grafico a barre con la curva gaussiana sovraimposta che ci dice che la perequazione è andata a buon fine
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Di seguito, una vera applicazione del metodo. Il questionario TAVVU (Test di Valutazione della Valutazione Universitaria) usa il metodo per costruire una scala che utilizza le risposte multiple, riferite agli esami universitari. L’ipotesi generale di ricerca è che gli studenti hanno delle opinioni sugli esami, sul loro contesto, sulle persone coinvolte.  Questo atteggiamento può essere più o meno adeguato e realistico. 
Per quanto concerne il significato dei punteggi, i punteggi alti indicano Congruenza, realismo, mancanza di vincoli irrazionali, ottimismo, tenacia, coscieziosità. I Punteggi bassi indicano senso di persecuzione, desistenza, scoraggiamento, tendenza all’autocolpevolezza, dipendenza da genitori e compagni, visione persecutoria dei professori.

Ecco un esempio di domanda,con le risposte e quantificazione. Alla domanda “Che cos’è la vlutazione secondo te”?, si può notare che la risposta modale è la prima opzione “è un giudizio che viene dato da ogni candidati per determinare quanto sappia su un argomento” per cui la frequenza  è di 395 su 680 e il punteggio è 2,75. Questo è il valore più alto di tutti. Valori incongruenti sono l’opzione numero 2 “è un modo per vedere chi ha seguito di più le lezioni” o la 4 “è un modo usto dagli insegnnati per demoralizzarti” e la 6 “non saprei”. La 5 “è parte del voto di laurea” ha un punteggio vicino allo 0 ed è stato scelto da 64 studenti con un punteggio di -0,341. Si avvicina, inoltre, alla opzione 3 “sono i risultati dell’impegno nello studio che lo studente dimostra” che è la meno incongruente. Si può dire che la seconda sia la più razionale.

[image: image99.emf]AA6 Che cosa ? la valutazione secondo te?

Punti: Coordinate

Categoria

Frequenza

Dimensione

1

2 È un modo per vedere chi ha seguito di più le lezioni

4 È un modo usato dagli insegnanti per demoralizzarti

5 È parte del voto di laurea

6 Non saprei

395 ,275

27 -1,517

148 ,168

20 -1,713

64 -,341

34 -1,072

Normalizzazione principale variabile.


Guardiamo l’alfa di Cronbach. Il valore di alfa è di 0,818 è moloto elevato. [image: image100.emf]Riepilogo del modello

Dimensione

Varianza spiegata

Inerzia

1

2

Totale

Media

,818 4,346 ,256

,605 2,321 ,137

6,667 ,392

,744

a

3,333 ,196

a. 


Guardiamo un altro esempio. Alla domanda “Di fronte un esame più volte andato male”, la risposta più incongruente è la 4 “penso che il profesore ce l’abbia con me” con una frequenza di 22 e un punteggio  ottimale di -1,85. Si può dire che sia anche la posizione più irrazionale tra tutte. Aumenta la razionalità nella risposta 5 “lo tolgo dal piano di studi”, che ha frequenza 27 e un punteggio di -0,83. L’opzione numero 3 “lo vedo come un ostacolo insomontabile”, la quale ha una frequenza di 120 e un punteggio di -0,45. L’opzione numero 1 “perdo la motivazione allo studio” è un po’ meno irrazionale; Continuiamo l’ispezione per arrivare alla seconda opzione, meno irrazionale. Quella più razionale è la numero 6 “non so perché non mi è mai capitato”, poiché offre un esempio di evento raro ed ha frequenza di 174 e un punteggio di 0,43. Questa è la risposta di chi studia abbastanza per evitare che l’esame vada male più volte.
[image: image101.emf]AA14 Di fronte a un esame più volte andato male

Punti: Coordinate

Categoria

Frequenza 1

1 Perdo la motivazione allo studio

2 Studio di più per poterlo passare la prossima volta

3 Lo vedo come un ostacolo insormontabile

4 penso che il professore ce l'abbia con me

5 Lo tolgo dal piano di studi

6 Non so perchè non mi è mai capitato

Mancante

141 -,130

202 ,314

120 -,449

22 -1,853

27 -,835

174 ,413

2

Normalizzazione principale variabile.


Gli stessi risultati sono riportati nel grafico, il quale è però rappresentato in modo diverso per modificare l’impatto della valutazione. Solo la 5 “mi stimola a studiare” è la più razionale e congruente ed è anche la più frequente, anche se nel grafico non si vede la numerosità.
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AA1 L'essere valutato

Punti: Coordinate

Coordinate del baricentro Dimensione 1 


� EMBED LibreOffice.WriterDocument.1 ���





Asse delle ordinate, riferimento per il punteggio ottimale





Asse delle ascisse, contiene il punteggio intero a priori





La linea (quasi una linea retta) indica che c’è una buona corrispondenza fra punteggio intero a priori e la quantificazione ottimale





La linea (quasi una linea retta) indica che c’è una corrispondenza accettabile fra punteggio intero a priori e la quantificazione ottimale





Dopo aver scelto le variabili da analizzare, per ottenere le quantificazioni, si clicca su output e si scelgono le variabili da visualizzare
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	Teoricamente, le variabili derivanti dall’uso di questionari con scale Likert (ovvero quelle che chiedono di giudicare il proprio grado di accordo/disaccordo con un’affermazione presentata) potrebbero essere considerate come scale ordinali, dal momento che non si può essere sicuri che l’intervallo tra i punti della scala sia costante. Tuttavia, si è visto che se l’intervallo è abbastanza ampio (da 7 in su) le persone hanno la tendenza a equi-spaziare gli intervalli e, se si usa anche una rappresentazione grafica equi-spaziata questa tendenza aumenta. Per tale motivo scale di questo tipo vengono trattate come scale a intervalli. Molti questionari psicologici vengono misurati attraverso scale Likert e possono, in genere, essere considerate variabili quantitative.


�


	 In realtà sembra ancora aperto il dibattito, all’interno dell’ambito di studio della psicometria, sul considerare le variabili ordinali come qualitative o quantitative.


�


	 Il fatto che al denominatore ci sia (N-1) invece che N dipende dal fattore di correzione delle popolazioni finite (fcp), che qui non verrà approfondito. Si tratta di una correzione applicata quando si calcola un parametro su popolazioni non infinite. 


��



	  Verranno presentati diversi diagrammi di dispersioni con correlazioni più o meno forti,  tutte positive. Per le correlazioni negative il discorso è identico; l’unica differenza è che la retta di correlazione passa per il II e IV quadrante, invece che per il I e il III. 


�	 I gradi di libertà rappresentano il numero di possibilità che i dati che compongono un campione hanno di variare liberamente.


�	 I test non parametrici vengono utilizzati quando le variabili da considerare sono misurate a livello nominale od ordinale (e su variabili quantitative, ma rese artificialmente nominali od ordinali). In questi casi, infatti, i metodi statistici parametrici non possono essere utilizzati, così come quando si hanno forti dubbi sulla distribuzione di una variabile quantitativa nella popolazione o quando i campioni considerati non sono molto grandi.


��
	L'accento circonflesso sulla y sta a indicare la predizione, da leggere come “i punteggi predetti di y”. I pedici del coefficiente b presenti nella formula indicano invece la direzione della regressione, da leggere come “il coefficiente b di x su y”; si inserisce per prima la variabile dipendente (y) e poi l'indipendente (x). 


�	 Per convenzione si riportano i risultati seguendo le indicazioni dell'American Psychological Association (APA). Tutti i valori vengono arrotondati a due decimali, eccetto il valore p. Tale valore si riporta esatto a meno che non sia .000; in quel caso si scrive < .001. Si sceglie se riportare il coefficiente standardizzato (beta) o quello non standardizzato (b). Si riporta il coefficiente scelto, il valore del t-test con i gradi di libertà tra parentesi, il valore p; i gradi di libertà del t-test sono pari a N - 1 (riga del residuo nella tabella dell'ANOVA). Si riporta l'R quadro con il valore del test F e i rispettivi gradi di libertà tra parentesi, e il valore p. I df della F da riportare sono: i gradi di libertà dell'ANOVA sono: numero di variabili indipendenti (riga della regressione), N – 1  (riga del residuo). 


�	Graficamente l'effetto è rappresentato attraverso una freccia che va dalla variabile indipendente alla variabile dipendente. Nel caso di una correlazione (quindi di un effetto reciproco) ci sarà una freccia su entrambe le variabili. 


�	L'effetto diretto, o parziale, è formalizzato nel pedice dal punto che segue le prime due lettere: � EMBED LibreOffice.MathDocument.1 ���si legge come “il coefficiente di regressione di x su y, calcolato al netto di w”. 


�	In SPSS il coefficiente di correlazione semi-parziale è indicato con Parte. 


�	Replica di un esperimento di Kahneman e Tversky. 


��
	 L'obiettivo principale del t-test è quello di confrontare due medie per vedere se la loro differenza può essere considerata statisticamente significativa. Esistono diversi tipi di t-test (a campione unico, a campioni appaiati, a campioni indipendenti), che qui non verranno descritti in dettaglio. L'ANOVA può essere considerata un'estensione del t-test a campioni indipendenti: nel t-test, infatti, si confrontano le medie di una variabile quantitativa (la dipendente) nei due gruppi formati da una variabile qualitativa dicotomica (l'indipendente); l'obiettivo è stabilire se esiste una differenza statisticamente significativa tra le medie dei due gruppi e, quindi, se la variabile indipendente ha un effetto sulla dipendente. 


�	La formula della devianza, come si vedrà, è molto simile alla formula della varianza introdotta nel primo capitolo; la differenza è che nel caso della varianza si aveva una frazione con al numeratore la formula della devianza e al denominatore la numerosità del campione (N) o il fattore di correzione per popolazioni finite (N-1).


�	    La media generale è indicata con una barretta sola, mentre la varianza dei gruppi ha la i come pedice. 


�	Per quanto riguarda la scrittura dei risultati, si faccia riferimento alla nota riferita al test F per l'R-quadrato nel capitolo della regressione. 


�	Si noti che test post-hoc differenti possono dare esiti differenti circa le differenze delle medie dei gruppi, dal momento che utilizzano diversi metodi per correggere la probabilità associata in modo che non superi .05


�	Si noti che, essendo la distribuzione del chi quadrato solo positiva, l'ipotesi testata è mono-direzionale: assumiamo perciò che il 5% di rischio che corriamo nell'accettare l'ipotesi alternativa si collochi su una sola coda della distribuzione, quella a destra (cioè quella positiva). 


�	Per ragioni di spazio, si è scelto di riportare solo una parte della tavola dei valori critici del chi quadrato. Per la tavola completa, si rimanda a un libro di testo. 
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